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ПРЕДИСЛОВИЕ

Исследование устойчивости линеаризованных систем при

помощи критериев Раута—Гурвица и Найквиста,
обоснованное — для достаточно малых отклонений — теоремами А..М.

Ляпунова, в настоящее , время, хорошо известно инженерам

«физикам, занимающимся усилительными схемами,

автоматическим регулированием, гироскопической стабилизацией,
следящими системами игт. д. Эти критерии позволяют разбить
пространство параметров системы на области, ссзответствую-
«Хие устойчивости, рассматриваемых равновесных режимов,* ,и

на области, соответствующие их неустойчивости. Однако для

многих практических вопросов?/представляет интерес
поведение системы в окрестности данного состояния равновесия при
тех значениях* параметров^которые соответствуют
тонким пространства параметрову лежащим в

непосредственной близости к границам, разбивающим > это

Пространство (по отношению к данному состоянию равновесия) на

устойчивые и неустойчивые области.
Для решения этого вопроса недостаточно рассмотрения

линейной задачи, сводящейся к. исследованию

характеристического уравнения, а, как показано в предлагаемой вниманию

читателей.книге, вопрос сводится к изучению некоторой другой,
уже нелинейной задачи, и — для практически наиболее важных

случаев
— в конечном счете к отысканию так называемых „ляпу-

новских величин". Автор находит формулы для

непосредственного вычисления этих ляпуновских величин и детально

разъясняет технику разбиения границ области устойчивости на„
безопасные границы"\ достаточно малые нарушения которых

приводят лишь к возникновению автоколебаний малой амплитуды

(сколь угодно малой при достаточно малых .нарушениях), и

на „опасные границы*, малейшее нарушение которых приво-
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дит к неконтролируемому (путем выбора достаточно малого

нарушения) нарастанию отклонений режима от равновесного.
Книга снабжена значительным количеством примеров,

иллюстрирующих как излагаемую общую теорию, так и технику
производства выкладок. Многочисленные рисунки и

диаграммы делают выводы теории и результаты исследования

конкретных задач наглядными и доступными значительному кругу
инженеров и физиков.

Я рекомендую эту небольшую книгу инженерам и

физикам, занимающимся вопросами устойчивости, С моей точки

прения, она представляет значительный шаг вперед в трудном
и важном вопросе исследования устойчивости при учете
нелинейности системы* В частности, книга Н. Н. Баутина>

рассматривая вопрос об устойчивости по Ляпунову с точки

зрения теории бифуркаций (т. е. считая параметры, входящие
в правые части исследуемых дифференциальных уравнений,
переменными и рассматривая ряды их фиксированных
значений), убедительно иллюстрирует не только большую теоретрт
ческую значимость теории устойчивости, принадлежащей
А. М-. Ляпунову, й практический интерес тех ее выводов,

которые относятся к обычным („грубым") системам (что
хорошо известно), но и показывает интерес для технических

вопросов тех менее известных исследований А. М. Ляпунова,
которые посвящены так называемым особенным случаям общей
задачи об устойчивости движения.

А, А. Андронов
г. Горький

1948 г.



ВВЕДЕНИЕ

Вопрос об устойчивости состояниий равновесия*
динамических систем ** возникает при .решении многих прикладн'ых1.
задач в области тебрии автоматического регулирования,
гироскопической стабилизации, радиотехники, электротехники^
и т. д. При этом обычно предполагается, что в технических-

прикладных задачах в противоположность консервативным

задачам механики мы имеем Дело с грубыми*** состояниями

равновесия и что, следовательно, при анализе устойчивости^
можно ограничиться тем случаем, когда этот вопрос может

быть решен путем отбрасывания всех нелинейных -членов и

* Состояния равновесия понимаются здесь в обобщенном смысле^

Например, режимы, связанные с наличием постоянной угловой
скорости, постоянного тока и т. д., рассматриваются как равновесныег

режимы или как состояния равновесия. При это^л предполагается,.,
что поведение соответствующей динамической системы в

окрестности состояния равновесия описывается, после выбора
надлежащей системы.координат, дифференциальными уравнениями, правые-
части которых не содержат явно времени Заметим, что такие

состояния равновесия часто называют, следуя Рауту 121и Ляпунову 1*1,-
„установившимися движениями".

** Под динамической системой мы будем понимать механическую,,

электрическую, тепловую и т. п. систему, движения которой с

достаточной точностью отображаются системой обыкновенных
дифференциальных уравнений.

*** Для систем с двумерным фазовым пространством, т. е. для1

систем, описываемых двумя уравнениями первого порядка вида-

х = Р (х% у), у в Q (л:, у), понятия грубой системы и, системы

первой степени негрубости определены в работах А. Андронова,
и Л. Понтрягина Щ9 А. Андронова и Е. Леонтович'М и А.
Андронова и С. Хайкина,!5!. Требование грубости состояния равновесия,
эквивалентно требованию .необращения в нуль действительных
частей корней характеристического уравнения. Понятие грубости-
состояния равновесия легко переносится/на системы с любым.

конечным числом степеней свободы.
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■исследованием корней характеристического уравнения для

полученных в результате такого отбрасывания так
называемых уравнений первого приближения.

Вопрос о точном смысле понятия устойчивости имеет

свою историю. Понятием устойчивости движения
пользовались Лаплас № и Лагранж ПП, Максвелл ГО, Томсон и Тэт *81,
Пуанкаре № и другие, не давая этому понятию точного
определения. Впервые точное математическое определение

устойчивости движения было дано" А. М. Ляпуновым в 1892 году.
Согласно Ляпунову, задача выяснения устойчивости данного

движения состоит в том, чтобы узнать, „можно.ли начальные

-значения функций х8 (характеризующих отклонение

координат движения от-нулевых значений, отвечающих движению,

устойчивость которого исследуется), не делая их нулями;

выбирать настолько численно малыми, чтобы во все время

движения, следующее за начальным моментом, функции эти

-оставались .численно меньшими некоторых г заранее данных,
отличных, от нуля, но сколь угодно малых пределов" *.

В настоящей монографии под термином „устойчивость
, движения" или, что будет здесь достаточно, „устойчивость
установившегося движения", понимается устойчивость по

Ляпунову, хотя это понятие устойчивости в ряде пунктов и не

отвечает тем требованиям, которые естественным образом
выдвигаются в приложениях "**. Дело в том, что всякие дру-
гйепонятияустбйчивости (устойчивость пв'большом* и т. д.),
•более соответствующие реальным условиям, интересующим

конструкторов физических и технических приборов, требуют
,для своего применения 'таких: расчетов, которые при совре-
-менном состоянии-теории дифференциальных,уравнений могут
быть успешно проведены лишь в немногих случаях.

Прием исследования вопросов устойчивости исходных
-нелинейных уравнений путем замены последних линейными

�Ляпунов W,' стр. 5.
** Bv реальны* системах случайные отклонения координат и

«скоростей не могут быть сделаны по нашему требованию достаточно

малыми;1'и. равнЬвесие или движение, устойчивое по Ляпунову,
мЬжет быть*'в* действительности неустЙйчквьш. По существу; febpfe-
•^ичеЬкое исследование устойчивости состояния равновесия требует
знания области устойчивости* „в большом" и знания характера
возможных случайных воздействий.
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уравнениями первого приближения также имеет свою

историю. Этбт прием опять ведет свое наМло of Даламбера 110\
Лаграйжа I11*, Максвелла, ТомсонатиТэта, Вышнёградского ^121,
Раута l2j, Жуковского II8^,.Стодола ^!идр. Однако эти

авторы не дали обоснования законности -такой замены одной

задачи другой, с которой, само Собой разумеется,
рассматриваемая" задача мо^сет и не находиться ни в какой зависимости.

Зтот прием позволил получить в ряде прикладных вопросов,

например 'в теЬрии регулирования, "ряд весьма существенных
выводов, которые были подтверждены экспериментом и

^практикой. Математическое обоснование этого -приема было

также дано только Ляпуновым в 1892 году применительно
«к введенному им понятию об устойчивости движения.

Для установившихся движений теоремы Ляпунова гласят,
ято если вещественные части всех корней характеристического

уравнения системы первого* приближения отрицательны, то

состояние рйвнов&ия;будет ycniodnaeuM в Шйс'ле Ляпунова
»(п^йт5м асимптЬ'гиЧёски) независимо от наличия в правых

частях нелинейных1 уравнений "членов порядка выше первого,
z если среди кбрнёй1''характеристи4ёскЬг6"уравнения имеется
хотя бы Ъдин кб^нь с положител1йЬЙ вещественной частью,
то сойоянйе равновесия б$дёт Чг^устоШйвйм в смыбке-Яя-

пуновЬ^также нейаййсийо^от' членШ старших поряЯков1. Если,
йакШец, ср*еди корней характеристического урЪв^Шния есть

хотя'бы один с действительной частью, равной нутр
(нулевой или чисто" мнимый корень), то уравнения первого
приближения не могут дать ответ на вопрос об устойчивости по

.Ляпунову состояния равновесия.*
Анализ корней характеристического уравнения приводит

к хорошо известным условиям Раута — ГурвиЦа- *2>161,
которые выделяют нам те- области значений параметров
системы, которые соответствуют устойчивости
рассматриваемого состояния равновесия. Так как условия Раута— Гурвица,
в особенности для систем с многими степенями свободы,
приводят к очень громоздким неравенствам, то часто на

практике ..вместо детерминантных условий Раута—!Гурвица
пользуются так называемым критерием Найквиста **, который

* Л я п у й о в, W, стр..: $5. См. также Ч е т а е в N', стр. .113.
** См. Найквист*Ii7J. Обобщение критерия Найквйста, cmv

Неймарк l».w].
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позволяет (иногда сравнительно простым образом) решить
вопрос об устойчивости или неустойчивости состояний

равновесия, а также вопрос о том, в каком направлений влияют

на эту устойчивость изменения интересующих; нас параметров.

Однако, само собой разумеется, границы областей
устойчивости в пространстве параметров

*
получаются одними и теми

же, пользуемся ли мы для определения этих границ
условиями Раута— Гурвица или кривыми Найквиста.

Хотя основной интерес для прикладных вопросов имеют

как раз такие системы, корни характеристических уравнений

которых имеют отрицательные действительные части, т. е.

системы со значениями параметров, срртветствующих точкам,
лежащими внутри области Раута— Гурвица **, тем не менее

для некоторых прикладных вопросов представляет интерес
выяснение поведения системы, если точка, .изображающая ее

в пространстве параметров, лежит на. границе области,
выделяемой условиями Раута—Гурвица, или, что физически
эквивалентно, достаточно близко к этой границе. Дело в том>
что в прикладных вопросах при. выборе значений параметров-

приходится считаться не только с требованиями устойчивости,
но и с другими требованиями, относящимися к работе
устройства, и, может оказаться, что одновременное удовлетворение
этих требований наилучшим образом достигается выбором
параметров, соответствующих точкам, лежащим в сравнит
тельной близости к границам области, дозволенной услрг
виями Раута,— Гурвица. Таким образом возникает вопрос

о поведении динамической системы вблизи границ,

определяемых условиями Раута — Гурвица и при ,малых нарушениях
этих условий. Действительно, выбирая значения параметров,

близкие к границе, мы никогда не, можем быть уверены, что

случайные отклонения этих параметров в реальной системе

не выведут точку, представляющую систему в пространстве

* Пространством параметров динамической системы называют

пространство, по декартовым осям которого откладываются

интересующие нас параметры, входящие в уравнения движения системы.

*? Областью Раута— Гурвица, относящейся к данному состоянию

равновесия, будем называть совокупность значений параметров
системы, для которых все корни характеристического уравнения
соответствующей линейной системы имеют отрицательную
действительную часть.
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параметров, за границу области Раута— Гурвица. С другой
стороны,( поведение динамической системы при малых

нарушениях условий устойчивости Раута — Гурвица определяет
и особенности поведения систем, дли которых условия
Раута—Гурвица выполняются, но для которых точки, пред-

*

ставляющие систему в пространстве параметров, лежат в

достаточной'близости к границам области устойчивости.
Вопрос о поведении системы, если точка, изображающая

ее в пространстве, параметров, переходит через границу
области Раута— Гурвица, возникает также в теорий генерации
ав^бйолебаний. Ответ на этот- вопрос позволяет установить,
будет ли самовозбуждение „мягким" или изображающая
точка уйдет от состояния равновесия и будет иметь место

либо „жесткое" самовозбуждение^ 'либо' переход к нЬвому
состоянию равновесия.

'0>' ч pj

С этой задачей Ь-пбвёденйи системы вблизи границ области

устойчивости тесно связаны исследования Ляпунова,
относящиеся к тому случаю;'когда среди корней
характеристического уравнения есть корни с равной нулю действительной
частью. > * )%

Именно Ляпуновым были развиты специальные

методы исследования, сводившие" задачу кт определению знаков

иди к необращению в нуль некоторых постоянных величин,
для вычисления которых Ляпунов дал'определенные рецепты
и которые получили впоследствии название ляпуновских
величин, или ляпуковских коэффициентов.

В настоящей монографии рассматривается поведение
динамических системе предположений, что,'во-первых,
отклонения ^параметров от их граничных значений достаточно малы *

и что, во-вторых, для 7точёк пространства параметров,

соответствующих самой границе **> рассматриваемое !негрубое со-

* Это? предположение, конечно, значительно ограничивает

прикладную ценность приводимой ниже классификации границ сРаута —

Гурвица на^ „опасные" и „безопасные?,так как, конечно, мыijie всегда

можем расп/ряжатьсямалостью случайных изменений параметров.
Однако нужно заметить? что возражения такого же характера

можно сделать, 'вообще,, по отношению к реальной физической
значимости понятия устойчивости по Ляпунову, о чем у нас уже

-была^речь.,. у :>i,
•

( „,'
**.В.дальнейщем под словом.„граница" подразумевается граница

области Раута — Гурвица.
* *•'" ' - ••



14 ВВЕДЕНИЕ

стояние равновесия является простейшим из возможных

негрубых состояний равновесия, т. е. является состоянием равног
в&сия, едя которргр первый ляпуновский коэффициент
характеризующий устойчивость, не равен нулю. Иными

словами, это значит, что мы рассматриваем только такие системы,

для которых вопрос об устойчивости состояния равновесия
решается исследованием нелинейных .уравнений, > полученных
путем отбрасывания в правых частях исходных уравнений
всех членов порядка выше третьего для точки границы
области Раута — Гурвица, соответствующей двум чисто мнимым*

корням характеристического уравнения, и путем

отбрасывания всех членов порядка выше второго для точки границы,

сортветствующей одному нулевому корню.

Оказывается, , что . при ,
этих предположениях границы

Раута — Гурвица могут быть двоякой природы.
„Безопасные границы"—достаточно малое нарушение кото,-

рых повлечет за собой лишь весьма малые (сколь угодно малые

при достаточно^ малых нарушениях) изменения состояния

системы. .

,

'

Можно показать, что в этом случае координаты системы

будут претерпевать лишь весьма малые периодические изме-

нения^ i накладывающиеся на равновесное (теперь
неустойчивое) положение системы.

„Опасные границы" —сколь угодно малое нарушение
которых повлечет за собой переход системы в новое срстояние,

которое мы не можем приблизить к исходному выбором
достаточно малых нарушений границы.

Иначе говоря, может оказаться,-, что состояние

равновесия измененной системы (сколь угодно мало измененной)
будет неустойчиво с точки зрения .уравнений первого
приближения, но практически система будет вести себя как

устойчивая, так как изображающая точка, взятая из

некоторой окрестности состояния
, равновесия, будет для всех t>

начиная с начального t=t0, оставаться, в малой окрестности

состояния' равновесия (сколь угодно малой при достаточно

малых изменениях системы) и, наоборот, может оказаться,

что измененная система, устойчивая по уравнениям первого

приближения, практически будет неустойчива, так как

изображающую точку, взятую вне малой окрестности • состояния

равновесия (сколь угодно малой при достаточно хмалых изме-
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*

1

гонениях системы)- нельзя заставить оставаться вблизи

состояния равновесий:
Эта классификация границ области Раута — Гурвица наг-

„опасные" и-„безопасные" помимо её интереса для тех

прикладных вопросов, где рабочими режимами являются

состояния равновесия, и вопросов, где мы интересуемся

характером возникновения автоколебаний," представляет интерес еще-

и с другой точки-зрения, а именно при исследовании

качественной картины разбиения фазового пространства на тр'аек--
тории, в частности, для теории зависимости качественной

структуры такого разбиения от параметра. Простейшие

негрубые системы, с которыми здесь приходится иметь дело,

как раз представляют основной интерес для теории

бифуркаций, и знание поведения состояний,равновесия при
изменении параметров часто позволяет J сделать некоторые

заключения о качественной структуре разбиения фазового

пространства на траектории.
Эти высказывания, несмотря на всю свою неполноту, все-

же имеют особый интерес в связи с тем, что они, в

противоположность обычные методам исследования фазового
пространства,--не требуют '('никаких предположений о близости,

рассматриваемых движений к синусоидальным или

консервативным (требований малости».
"

"- Сравнение результатов, даваемых теорией малого >, с

результатами, полученными путем анализа границ области

Раута—-Гурвица^ позволяет в некоторых случаях установить*

пределы использования теории малого ji, если даже идет речь -

только о качественных высказываниях.

Таким образом, вопрос о характере границ („опасные"
или „безопасные" границы) представляет прикладной интерес..
Так как этот вопрос приходится решать для различных
конкретных схем,- то'представляется крайне желательным Найти

-

простые вычислительные приемы для нахождения первой ля-

пуновской величины, характеризующей устойчивость систем,,
изображаемых ^в: фазовом -

пространстве точками,
находящимися на границе. о *а

; В настоящей монографии показало, что в

рассматриваемомсл^ае [для'значений^ параметров вблизи тех границ об-~
ласти устойчивости, где первые ляпуновские- величины'-£(Х0}*
и t(X0) отличны от нуля] поведение траекторий в окрест—
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«ости;состояния-равновесия и, в частности, вопрос об
„опасных" и „безопасных" границах сводится, в конечном счете,

j^rcяьграницы, соответствующей нулевому корню, к самому
<факту необращения в, нуль величины /,(Х0), а дл! границы,

соответствующей чисто мнимым корням, —к определению
.знака величины L(k0).

В монографии эти . ляпуновские -, величины получены в

-замкнутой форме. Соответствующие, выражения даны в двух

видах, один из которых основывается на предварительном

приведении системы, к:каноническому виду, и на дальнейшем

-непосредственном применении способа расчета^ указанного

«Ляпуновым. ,
'

ю

Другой способ, насколько известно автору, впервые

примененный,^ настоящей, работе, не требует предварительного
лриведенияг систем к каноническому ,виду и оснрвывается на

использовании некоторой ,
вспомогательной консервативной

-системы. .
,• »

-
,

Эти расчеты., проведены для случаев п = 2, п = 3 и

<л'=4.

Для я>4 общие формулы не. приводятся, так как

^десь появляются, дополнительные трудности, связанные с

решением линейной системы, и, кроме того, сами ляпуновские

величины становятся весьма сложными. «

>,
.

Однако, если, нелинейные члены не содержат членов

второго порядка (этот случай часто, возникает, когда

характеристики устройств апроксимируются нечетными функциями),
\то в предположении, что решена соответствующая- линей?
пая задача, все же можцо дать простое, выражение для ля-

*яуновской> величины, характеризующей устойчивость.
Рассуждения, связанные с поведе,ние,м динамических, систем

-при. малых .нарушениях условий Раута— Гурвица, по

вашему мнению, раскрывают в технических задачах физический
-смысл исследование устойчивости состояний равновесия, в

тех особенных случаях- когда рассматриваемое состояние

равновесия является негрубым и когда t требуется учет членов

высших порядков.

Таким образом, ср$ди систем, представляющих интерес
для техники, народу с грубы^ит системами, где вопрос об

устойчивости ,t состояния равновесия решается условиями
.Раута— Гурвица, имеют существенное значение лишь системы.
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где первая ляпуновская величина [т. е. L(k0) или IQ^)],
характеризующая устойчивость, не равна нулю.

Дальнейшие вырождения в технических задачах встречаются

редко, и весьма часто исследование дальнейших вырождений

не представляет никакого прикладного интереса, а связано

с неправильной идеализацией задачи.

С другой стороны, первый ллпуновский коэффициент
[L(A0) или /(А0)], как уже было указано и как в

особенности будет ясно из разобранных примеров, представляет, по

нашему мнению, существенный интерес для приложений.

2 8ак. 4Ш. Нч Баутин.

*
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ГЛАВА I

ПОВЕДЕНИЕ ТРАЕКТОРИЙ В ОКРЕСТНОСТИ
СОСТОЯНИЯ РАВНОВЕСИЯ ВБЛИЗИ ГРАНИЦ, ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ

УСЛОВИЯМИ РАУТА—ГУРВИЦА

Рассмотрим динамическую систему, определяемую п

уравнениями первого порядка

-jj
= Xi (ДГХ, ДГ2,. .

., ДГП), . .
., -jjj

= Xn (ATj, ДГ2,. .
., Хп), (1.1)

где Xj(xif лг2, ..., хп)—аналитические функции всех

рассматриваемых значений xs.
Координаты состояния равновесия системы определяются

из уравнений:

^(*1>*2>-'-1*п) = 0 (/=1, 2,..., П).

В дальнейшем мы всегда будем предполагать, что начало

координат перенесено в рассматриваемое состояние

равновесия системы (1.1) и, следовательно:

Л^(0,0, ...,0)=0.

Пусть характеристическое уравнение
*

для

рассматриваемого состояния равновесия имеет вид:

* Говоря о *характеристическом уравнении", мы, естественно,
имеем в виду характеристическое уравнение соответствующей
системы первого приближения.
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Условия Раута— Гурвица выражаются в виде неравенств:

Л 1 <>!
£>1=/>1>о; °2 =

Рь Р*
>0;D3 = Рь Рч Pi

Рь Ра Рь

>0...;

А* =

рх 1 0 ... О

Рь Рг Р\ • • • °

Рт-гРъп-ъРъп-ъ • • • Рп

> 0 (pj = 0, если у > п)

Наряду с пространством параметров системы, о котором
была речь выше, мы будем также рассматривать специальное

пространство параметров, по декартовым осям которого

откладываются значения коэффициентов (пространство
коэффициентов pj). Можно показать, что границами области

устойчивости в этом пространстве служат только две

поверхности: „плоскость" /?п = 0, для точек которой
характеристическое уравнение имеет равный нулю корень, и часть

„поверхности"
/? = £>„_!=(),

проходящая внутри области, выделяемой условиями Dj > О

(/ = 1,..., п — 2,п)> для точек которой характеристическое
уравнение имеет, по крайней мере, одну пару чисто мнимых

корней.
Исключим из рассмотрения те части границ/^ = 0 и R = О,

где характеристическое уравнение имеет более одного

нулевого корня или более одной пары чисто мнимых корней,
а также ограничимся рассмотрением только тех случаев,
когда первый ляпуновский коэффициент отличен от нуля.
Как было сказано во введении, этим самым мы ограничиваемся
рассмотрением простейших из возможных негрубых
состояний равновесия.

Для дальнейшего рассмотрения удобно считать один из

параметров переменным, могущим принимать .те или другие
фиксированные значения. Мы будем обозначать этот

параметр через X. Пусть при изменении X коэффициенты р3

2*
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меняются таким образом, что точка. (р/) описывает в

пространстве коэффициентов кривую, пересекающую при
бифуркационном значении Х=Х0 границу области устойчивости.

В наших предположениях возможны два случая
нарушения устойчивости состояния равновесия при изменении

параметра X:

а) /? = DW_! меняет^ знак, когда параметр X проходит
через бифуркационное значение Х = Х0 (характеристическое
уравнение, составленное для pj (X), когда X = Х0 имеет одну

пару чисто мнимых корней);
б) г=рп меняет знак, когда параметр X проходит через

бифуркационное значение Х = Х0 (характеристическое
уравнение при Х = Х0 имеет один равный нулю корень).

Поведение системы вблизи границы /? = 0 или границы
г = 0 при изменении параметра X определяется
нижеследующими предложениями. Эти предложения, сформулированные
в виде трех теорем, представляют непосредственное
следствие из теорем Ляпунова г.

Будем рассматривать изменение параметра X на некотором

достаточно малом интервале Х0— ^1<!^<1^о+ 71> где ^о
определяется из условия /?(Х0) = 0, и пусть £(Х0)— первая

ляпуновская величина, характеризующая утойчивость при
Х = Х0.

Теорема 1. Пусть Z,(X0)<0, f^) < 0 и пусть X*

фиксированное значение параметра: Х0— vf <; X* <! Х0+rj,
тогда можно указать такое s0 (независящее от X*), что для

всякого сколь угодно малого положительного ех < е0 можно

найти такое положительное т|0 < Y], что для любой

траектории x8(t), начальные значения которой удовлетворяют
неравенству | xs (t) | < s0, для всех ty начиная с некоторого

О>*о> будет выполняться неравенство |*s(OI<si> еслИ

только | X* — X | < Y)0.
Таким образом, при возрастании параметра, состояние

равновесия из устойчивого становится неустойчивым, однако

изображающая точка остается в малой е^окрестности
состояния равновесия. При обратном изменении параметра,

когда состояние равновесия опять становится устойчивым,

1 Ляпунов!*!, стр. 125 и 169.
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изображающая точка снова возвращается к состоянию

равновесия. Система ведет себя обратимо.
Доказательство. Так как 1(^<0, то, как

показал Ляпунов, состояние равновесия для X =\ будет
устойчивым в том смысле, что траектории, попадающие в

достаточно малую окрестность состояния равновесия, будут
приближаться к нему асимптотически.

При X <; Х0 существует система замкнутых поверхностей
без контакта V (хи х2,..., хп) = А, стягивающаяся к

состоянию равновесия (эффективное построение такой системы

поверхностей без контакта в малой окрестности состояния

равновесия было осуществлено Ляпуновым) *.

Выделим из системы поверхностей V= A две

поверхности V=u0 и V= Ao (V= h'0—внутри V= hfijf таким
образом, чтобы поверхность |a:s| = s0 лежала цёлйком: Между

поверхностями V = h0 и V= h0i и будем столь мало менять

параметр X, чтобы при Х0<^Х^Х0-|-,*| совокупность

поверхностей V= А, заключенных между поверхностями V= Aq
и 1/= А<ь оставалась совокупностью поверхностей без

контакта. В силу условия (-ЗТ-) <0, R станет отрицательным,

а состояние равновесия неустойчивым. Пусть гх < е0 и пусти
поверхность \х8\ = ёг лежит целиком между поверхностями
1/ = Aj и V= Л1в Так как при Х = Х0 вся совокупность

поверхностей V= Л, расположенных между поверхностями
V = h0 и V= hu является совокупностью поверхностей без
контакта (как бы ни' била мала е^окрестность состояния

равновесий), можно указать стол£ м!алый интервал значений X:

^0^^^^2 (*2= \)Н~1Г1о<*0+Ч)» ЧТОбы ДЛЯ ЛЮбОГО
Х = Х* из этого интервала эта совокупность поверхностей
оставалась совокупностью поверхностей без контакта. Таким
образом, для Х = Х*, где |Х0— X* |< т)0, траектория,
проходящая через точку x8(t0) внутри е0-окрестности
состояния равновесия,, через конечный промежуток времени (для
* = *i)> пересечет границу егокрестности и останется там

для всех t > tu

1 Ляпунове, стр. 133 и 147.

jsjaaes^sBf^t",-^№£S-fj^exir^rx.'<r<'%.''- ■ :~"-~± г xiSi.j *«.svs-



22 ТРАЕКТОРИИ В ОКРЕСТНОСТИ СОСТОЯНИЯ РАВНОВЕСИЯ [ГЛ. I

Теорема 2. Пусть L (Х0) > 0, (~) <0и пустьХ*
—

фиксированное значение параметра: Х0— yj <; X* <; Х0 -}- г4э
тогда можно указать такое е0 (независящее от X*), что для

всякого сколь угодно малого положительного гг < е0 можно
найти такое положительное Tq0<,rj, такие t0 и tx (tx > t0) и

такие траектории x8(t, Х\ что из неравенства |Х*—Х|<%
для каждой из этих траекторий будут следовать неравенства

I х*Со> *>*) К si> I ** Си *•*) I > 8о Со и *i могут быть различны
для различных траекторий).

Таким образом, при возрастании параметра, состояние

равновесия при Х = Х0 из устойчивого становится

неустойчивым. Изображающая точка срывается с состояния

равновесия и отбрасывается на достаточно далекое расстояние.
При обратном изменении параметра изображающая точка не

возвращается в состояние равновесия, когда оно опять

становится устойчивым. Система ведет себя необратимо.
Доказательство. Так как L(X0)>0, то, как показал

Ляпунов, для Х=Х0 состояние равновесия будет неустойчиво
в том смысле, что существует такое s0 > 0, что, каково бы

ни было положительное г1<е0, всегда можно выделить

внутри Sj-окрестностй состояния равновесия такую

поверхность без контакта, что все траектории x8(t, Х0),
пересекающие ее, через конечный промежуток времени покидают

80-окрестность состояния равновесия. Для Х^.Х0
существует континуум, поверхностей V(xu х2г •••> xn) = h,
являющихся для траекторий x8(t, X0) системой поверхностей

без контакта (эффективное построение такой системы

поверхностей без контакта было осуществлено Ляпуновым1).
Выделим из системы поверхностей V— h две близкие

поверхности У==/г0 и V = fi0 и рассмотрим столь малые

куски их о0 и с0, чтобы границы области |лг8|==е0 не

пересекали их и оставляли одну внутри области -| xs | = г0,

другую—: снаружи.
Будем теперь так мало менять параметр X, чтобы при

*ч)—^<1Х<;Х0 совокупность поверхностей V= h между

поверхностями V = /?o и V= k0 оставалась совокупностью

1 Ляпунов, стр. 133 и 147.
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поверхностей, без контакта для траекторий, пересекающих о0

и о'о (всегда можно считать, что все траектории,

пересекающие а0, пересекают и о^). В силу условия (-зг) <С О

R станет положительным* а состояние равновесия устойчивым.
Пусть sj < s0 и пусть поверхность | х8 | == гг оставляет внутри
себя малый кусок аг поверхности без контакта V<=hly
который отображается траекториями, пересекающими его,

на кусок о0 поверхности V = A0(a0c:o0). Так как при Х = Х0
Gt может быть заключено в сколь угодно* малой ех-окрест-
ности начала, и при этом совокупность поверхностей V~h

между поверхностями 1/= /^ и V= h0 будет совокупностью

поверхностей без контакта для траекторий, пересекающих о^,
всегда можно указать столь.малый интервал значений X:

*2-^ ^ ^ *d 0"2 = \>— ^io^ чт°бы для любого X = X* из этого

интервала эта совокупность поверхностей оставалась

совокупностью поверхностей без контакта.

Таким образом, для X = А*, где | Х0— X* | < iq0, траектории,
пересекающие для t=t0 (t0— различно для различных

траекторий) кусок ох поверхности без контакта,
содержащейся в ех-окрестности состояния равновесия для

соответствующего конечного t = tx {ft различно для разных

траекторий), пересекут границу е0-окрёстности.
Будем теперь рассматривать изменение параметра X на

малом интервале Х0— ч\ ^ X <^ Xq -|- yj, где Х0 определяется
из условия г (Х0) = 0, и пусть / (Х0) — первая ляпуновская
величина, характеризующая в этом случае устойчивость
при Х==Х0.

ТеоРЕМА 3. Пусть /(Х0)фО, (~) <0, и пусть X*

фиксированное значение параметра: Х0 —7 ч\ ^. X* ^ VH"" *Ч-
Тогда можно указать такое е0 (независящее от X*), что для

всякого сколь угодно малого положительного гг < г0 можно

найти такое положительное т\0<ч\, такие t0 и tl(t1^>t0) и

такие траектории x9(t, X), что из неравенства |Х* —Х|<*1<>
для каждой из этих траекторий будут следовать

неравенства ]дт#(/0, **)!<•!, |*#('ъ Х*)|>г0 (/0 и tt могут быть

различны для различных траекторий).
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Таким, образом при возрастании параметра, когда при

Х==Х0 состояние равновесия становится неустойчивым,
изображающая точка срывается с состояния равновесия. Система

ведет себя необратимо.
Доказательство повторяет доказательство теоремы 2.

Настоящие теоремы, непосредственно следующие из теорем

Ляпунова,, позволяют сделать ясныге высказывания о поведении

динамических систе» при малых нарушениях условий Раута —■

Гурвица (деление границ области устойчивости на

„безопасные* и „опасные"). Однако наши требования £(Ха)фО
и /(Х0)фО позволяют сделать гораздо более сильные

утверждения относительно качественной структура разбиения
на траекторий малой окрестности состояния равновесия и

относительно изменения этой структуры при изменении

параметра вблизи границы области устойчивости. Эта требования
позволяют, в частности, утверждать, что для 1(Х0)<0 при
малом нарушении границы R = 6 области устойчивости
возникает устойчивый колебательный процесс достаточно

малой амплитуды.
Мы не приводим здесь такого исследования

качественной структуры в окрестности состояния равновесия, отсылая
читателя к работам, специально посвященным этим вопросам*.

Для того чтобы дать наглядную картину поведения
динамической системы вблизи „опасных" и „безопасных"
границ области устойчивости, мы приводим в работе рисунки
и описание качественной структуры окрестности состояния

равновесия в случае систем двух и трех уравнений.

* Исследование зависимости от параметра качественной

структуры разбиения на траектории фазовой плоскости для систем
первой степени негрубости, определяемых двумя
дифференциальны ми уравнениями первого пбрядка, содержится в4 работа*
Андронова и Л е о н т о в и ч Р°1 и Андронова и X а н к и н а [б].

Для' системы трех уравнений Леонтьевым 1**1 по методу
малого параметра выяснены условия появления из состояния
равновесия единственного периодического решения и исследована его

устойчивость. Кузьмин 12*1 в заметке „Замечания о смене

устойчивости установившегося движения" также затронул эту проблему.



ГЛАВА II

СИСТЕМА ДВУХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА*

§ 1. выражение для L(X0) через коэффициенты исходной*
системы

Рассмотрим систему:

dx=ax+l>y + P(x,y),dt

£L= cx +dy + Q(x, у). ]

Характеристическое уравнение имеет вид:

*2+Р*+ ? = 0,
где

р=
— (a-J-d)*' q = ad— be.

Условия Раута— Гурвица сводятся здесь к неравенствам

R=р= — (а+ d) > 0, rE=ad — bc>0.

(2.1>

* В случае одного уравнения первого» порядка, наша задача
становится совершенно элементарной. Если уравнения движения
имеют вид *== а*+ Р*2+ .... то устойчивость определяется
знаком о, а границы устойчивбетн даются значением а = 0. При РФ О
зта граница всегда „опасная". Критерий исчезновения состояния
равновесия при изменении параметра в окрестности значения

параметра X =■ Xq получается весьма просто путем анализа

характера зависимости координаты состояния равновесия уравнения

£=/(£»*) от параметра X. Если /'[? (Х0),Х0] ф0, то, при сколь
угодно малом изменении параметра в подходящем направлении
состояние равновесия исчезает.
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Развертывая Р и Q в ряды по степеням х и у, положим:

Р(х, у)=Р3{х, j/)-f/>80r, J0+...,

Q(*. >0 = Qa(*, У)+ Ял(х, у)+...,
где

/>а(х, у)=ааох*-\-а11ху +а0аУ2»

^8 (*» .У) — %>*3+ «2i*2.V + «13-4V2+«о*Л

Qa(*, .у) = в^**+ *и*У +W»

Qe С*. JO =Vе8+Ьщр'У+ *1**У*+ b*y*.
'

Для вычисления £(Х0), следуя Ляпунову, приводим систему
<2.1) подстановкой

% = х, п =_^__*=^ (a+ rf = 0) (2.2)

к так называемому каноническому виду:

^= -У7ч+?(5,ч), ij-WS-fQG, ч), (2.3)

где

Q =52^+5u5iri+«02ir1aH-S30S3+ 521^+

Коэффициенты системы (2.3) связаны с коэффициентами
«системы (2.1) соотношениями:

Ai = тг(2а%>—*aa)t ^02 ^-р ao2i

-^ао = -р" (*3«зо— «***«+ а2*л12—я%а)>

!^2i = -Jr(— *2a2i4-2aWM-T-За^03),
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+ РЬц— b*abn +*в»^д),

J5n ==

-р- (afteu
— 20*020— 2aft*02+ ft**n),

+ ab42l— a44l2+aW^),

В* = i (За3Яоз— 2аЧа12 + ab*a2l +

5i2 — -^Г" (3a2aoa—abal2— ЬЧ12+ За6£03)>

Перейдем теперь к полярным координатам р и <?> гййюжив

£ = pcos<pr?l = psin<p> и исключим t, тогда система (2.3)
сведется к уравнению:

dp _ р \Р(р cos у, р sin у) cos у + Q"(p cos <р, р sin <p) sin <p], ^ ^.

Так как ?=j=0, то правая часть (2.4) может быть

развернута в окрестности начала в ряд по степеням р, сходящийся

для всех <р (0 ^ <? <! 2тс) и для всех достаточно малых р < р*
при любых фиксированных значениях параметров
уравнения (2.1), удовлетворяющих условиям a -J- d = 0, ad—bc>0.

Представим (2.4) в виде:

*-£.<* cos •+ «,. t, [, +(*^— )+
V ?Yq .) ~Г'" i
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и затем в виде:

(2.5)^-Я2(?)Р2+ Я8('?)Р3+.

Будем искать решение уравнения (2.5), определяемое
начальными условиями р = р0 > 0 при ош 0, в виде ряда

Р = РоМ?) + Ро«2 (<P) + PSee(*> + • •
•' (2-6)

сходящегося для всех о в промежутке 0^ <р г^ 2тг, и для всех

достаточно малых значений р0.

Рис. 1. К определению функции последования р « ф(р0).

Внося выражение (2.6) в уравнение (2.5) и сравнивая

коэффициенты при одинаковых степенях р0э получим для

определения функции Uj(<p) рекуррентные дифференциаль-

ные уравнения:

dttf dw du»

с начальными условиями

tfl(0) = l, «л(0) = 0 (*ф1),

из которых последовательноюпределяем их(<р), и2(<?),%(?), ...

Полагая затем ср = 2тг и вводя обозначения olj.== ^ (2тг),
получаем на отрезке © = 0 „функцию последования" (рис. 1),

P=Po+«3Po3+.--=t(Po)- (2-7>
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Ляпуновскре L(kQ) совпадает в этом простейшем случае
с <xs. Вычисление д[ает £ля а3 следующее выражение через
коэффициенты преобразованной системы:

2л

о

-5И(В02+ В20) +ЛП (Л02+Лао) +

+ 3K9~(/i80+sQ3) + v70412+s3l)]-

Подставляя значения коэффициентов Aj{, B^ в

полученную формулу, находим для L (Х0) после упрощений следую-
щее выражение:

1 (Яо) = _АЬ^/Т 1 '^ (*"+ ai1*02+ ао*Ь")+

— 2ас (Ь12— а20а02) — 2ab (а*0— 620602) —

+ ican— bbn)]}.* (2.8)

От коэффициентов в полиномах jP4(x, j/), Q4(#, .у)...
величина £(Х0), как это следует из (2.8), не зависит.

Знак £(Х0), согласно Ляпунову, определяет устойчивость
состояния равновесия для тех бифуркационных значений

параметров системы, при которых система имеет чисто мнимые

корни. Согласно теоремам (1) и (2), знак L(X0) определяет
также и существенные черты поведения системы при

отличных от нуля, но достаточно малых действительных частях

корней характеристического уравнения (вблизи границы
/? = 0 диаграммы устойчивости).

Случай Г(А0) = 0 не рассматривается.

* См. Баутин 123].
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§ 2. Выражение для £,(Х0) в виде интеграла по кривым
~

вспомогательной консервативной системы

Рассмотрим вспомогательную систему:

*=ах+ Ьу+ рР(х, у),
: \ .(2.9)
•g-«+ rfy+ |iQ(xf jO, )

где у.
— малый параметр.

При jx=l система (2.9) совпадает с (2.1). Будем также

предполагать, что ad— fc>0, a+ rf = 0 и, кроме того,

£>0*.
Чтобы найти требуемое выражение для £(^0),

воспользуемся методом Пуанкаре.
При наших предположениях (а+ d = 0, ad— be > 0)

систему (2.9) можно также записать в виде:

dX=-Hy(xyy)+ vP(x,y),dt

dy_
dt% = HUx,y)+?Q(x,y),

где

иг/ \ ex* by*
Н(х,У) =-% axy

—

-f-.
Выделим внутри области сходимости (2.6) некоторую

кривую Сд0 семейства Я(дг, у) =— и введем вблизи С&0
новую систему координат s, 8 (рис. 2) с помощью уравнений:

H(x,y)=ih,)+b)2 ; л(х, .?;*) = О,. (2.10)

где п (л:, ^у; ^) = 0 для каждого 5 есть дуга без контакта,
совпадающая при s = 0 с отрезком <? = 0; s— циклическая

ds
координата, такая,, что

jr
= 1 на кривой СЛо. Из (2.10)

имеем: *=/i (s, Л), .у =Д(*, А), причем x=ft(s, h0) = <?($),
y=f2(s, hQ) = ty(s) суть уравнения кривой СЛо.

* Последнее всегда может быть достигнуто изменением
обозначений (заменой х через у, и наоборот).
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Воспользовавшись тождествами

я[/г (s, л), /2 (*, к)]=£, л;/,+я;л#=о,

получаем в новых координатах

=
; -z =/?(0, S, U). (2.11>

ds h-* [P(fv /JfA-.Q(fv f2)flh]
r V

fcCOnSt

Рис. 2. Система координат В, ^ в окрестности

кривой САо.

Следуя Пуанкаре №1, решение 8 = 8(5) уравнения (2.11>
будем искать в виде ряда по степеням малого параметра \ь-

и начального значения 80 = 8(0):

+ С«(*)Р9+... (2.12>

с начальными условиями С10(0)==1, Ср(0) = 0 (/, / ф 1,0)-
Развертывая (2.11) в ряд по 8 и ji, получаем:

db

i= ^(°> *, 0)+ 8ji./£(0f 5, 0)+

(2.13>
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^(0.».0)-^[^(Р/^-%) +

*;. (о. *. о) = h W*n- Qfm) (*?- Qi).

Подставляя (2.12) в (2.13) и сравнивая коэффициенты при

«80 и jx, получаем рекуррентные дифференциальные уравнения:

-10'
= 0,

Ни — Rv->

-и

яг

: ^10^S^>
•

// 1 "

Иов === Ип^р-5 Т~ "2" 'м*'

(2.14)

«з которых, принимая во внимание начальные условия,
находим :

£,о(0 = 1.

О

^-(»)-/{{i/(^-<*)*][jt-ar(/,/*-<^)+
о I о

+Л (Pf'ih—Qf'ih) (Я*- Q?) Л
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Последнее выражение можно несколько упростить,
записав его в виде:

•
г

*

s г

о °о о

X (&+ Qy) (/»/* -fkfu) dl

Заметим также, что fih/29 —/ш fu= (/ikДс+МЩ)-тт= *0.
2л

Полагая в (2.12) s = т, где х = --р=- период на кривой Съ ,

получаем на отрезке s = 0 или, что то же, на отрезке

^ = 0 функцию последования

8-^+C01(T)^+Cu(t)^+ClQtWPi+--. (2-15)

Нужные нам в дальнейшем С01(т) и С02(т) примут вид:

УН

coiW=^ .f И-о?)*.
о

2с (2.16)

Очевидно, что Ск0 (т) = 0 (k = 2, 3, .. .), так как при у.
= О

уравнение (2.11) должно иметь решение 8 = 80.
Построенная таким образом на отрезке s = 0 функция

последования (2.15) для каждого jt== const совпадает

в окрестности точки пересечения отрезка 5»0с кривой Сы
с построенной ранее функцией последования (2.7)
[представляя собой преобразование (2.7) к новым координатам].
Найдем связь между р

—

р0 и 8 — 80.
Из ф'ормул преобразования (2.2) находим, что на

отрезке <р=з0 (т| = 0) будет р = £ = дг. Уравнение этого

3 Зак. 4123. Н, Баутин.
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отрезка в координатах х, у будет ax-\-by = 0. В уравнении

Н(х, v)= (й°"*"°)
положим .у=

—

ТХ
= ~~Т>~Р и таким

образом получим искомую связь между р и 8:

JLg,= A0+ 8. (2.17)

Соотношение (2.17) позволяет установить связь между
коэффициентами функций последования (2.7) и (2.15).

Из (2.7) и (2.17) имеем:

8-8«=-^р-ро)=7=ГзРо+-..!
или

Уч
угт

«зРо+ ...
= Col!x+ Cn80li + CnV?+ •. • (2Л8)

Представим теперь левую и правую части (2.18) в виде

ряда по щ А0 и 80. При этом введение у, в левую часть

соответствует вычислению функции последования (2.7) для

системы (2.9), отличающейся от (2.1) множителем ц у
коэффициентов нелинейных членов. Из (2.8) видим, что ое$

примет тогда вид:

«3 = Л111 + Л2а2. (2.19)

Таким образом, имеем:

ч^*-+1"ac«l.+■*(■%■ *l.+
+ f(^L+-]+"[(<w,'-+ .

+4(чЧ..+~]+-
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Сравнивая коэффициенты при членах, содержащих ^Ао и

у.2/?о, выражаем Аг и А2 через С01 и С02, получая тем самым

а3
в виде интеграла.

Очевидно, что

то есть

1(А0) = -

2тс

<**о

(2.20)

где

x= <s = h0y —— cos / Y q ,

°= (a cos t Y 4 nrV1 siny = y = . tYq).

Примечание 1. Заметим, что хотя последнее

выражение для L(X0) и вычисляется при помощи специального

приема, связанного с введением консервативной системы,
однако оно не связано ни с какими предположениями
о близости исходной системы к использованной

консервативной и, следовательно, с какими бы то ни было

требованиями малости в правых частях системы (2.1).
Примечание 2. Выражение (2.20) позволяет, в

частности, выяснить соотношение между некоторыми

результатами, получаемыми без предположения о малости

нелинейных членов в правых частях системы (2.1) и

такими же результатами, получаемыми по методу малого р.

Часто обнаруживается, что результаты, полученные
по методу малого jt, качественно совпадают с

результатами эксперимента, хотя фактические уравнения движения

не могут рассматриваться как относящиеся к случаю

малого и.

3*
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Результаты настоящего параграфа позволяют точно

установить в вопросе появления устойчивого или

неустойчивого предельного цикла, когда имеется такое

совпадение результатов „теории малого jxu и „теории
большого [iu {„чудо малого \*>и) и когда такое

совпадение может не иметь места.

Легко обнаружить, что первое слагаемое, входящее

в состав L (Х0):

f (P^— Q?)diд ч d> 1

dhl ho J v* т ^7У ~*J&o = o

отлично от нуля только для членов третьего порядка,
входящих в разложения Р и Q по степеням х и у%
а второе:

А - q \*

2я

V7F

^/[(*£ + <& /И-о?)л]л Ао^О

отлично от нуля только для членов второго порядка
в разложениях Р и Q.

Заметив теперь из выражения (2.19), что для малого ^

величина L (^0) дается первым слагаемым в (2.20), видим,

что в том случае, когдя среди нелинейных членов системы

(2.1) не имеется членов второго порядка, действительно
должно быть совпадение в результатах, полученных по

методу малого ja и по методу, не связанному с малой

нелинейностью.

Очевидно также, что применение метода малого [*

к системам, содержащим квадратичные члены, не может

быть использовано даже для качественного суждения
о характере появляющихся периодических решений в

системах, не близких к линейным консервативным.
В том случае, коп.а характеристики системы содержат

.квадратичные члены и не имеют членов третьего порядка,
метод малого ^ дает для L(X0) выражение в виде второго
слагаемого в формуле (2.20) (при этом из так называемых

.вторых приближений l24ty.
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§ 3. Выражение для / (А0) через коэффициенты исходной
системы

Пусть для системы (2.1) выполняются теперь условия
^— bc = 0, a+ d<0 (для определенности пусть афО).

Подстановка г = сх— ay, f = 2_? ,
• т приводит

систему (2.1) к виду:

dx Ь ,

dt~x <fi + bcZ^~ '••'

Jt
=

а(а*+Ъс) { (CU°*~ab«*> *2+la №"— CCLn) +

+ 2c (abQ2— ca02)] zx -f [a2 (ca2Q— ab20) +

+ ac (can —abn) + c* (caQ2 — я£02)] x2j+ ...,

откуда, следуя Ляпунову, получаем:

l^o)=a{a2l+bc) (caQ2— ab02) + a(a\bcf lab (abn — can) +

-+- 2bc (ab02— ca02)] +а(а2 + Ьс)в
№2*2 №*>— ab2o) +

+ ab2c(call — abil)+ b2c2(caQ2 — ab0^]. (2.21)
Необращение в нуль величины /(Х0), согласно Ляпунову,

свидетельствует о неустойчивости состояния равновесия для

тех бифуркационных значений параметров системы (2.1), при

которых характеристическое уравнение имеет один нулевой
и один отрицательный корень.

Согласно теореме 3, необращение в нуль /(Х0) на

границе г = О определяет также и существенные черты
поведения системы вблизи границы г = 0 [если /(Л0)фО> 10

граница г = 0 „ опасная"].
Заметим здесь, что отсутствие срывов изображающей

точки на границе г = 0 может осуществляться только при

условии /(Х0)=0 и некотором дополнительном условии,
т. е. „безопасностьи при приближении к границе г = 0

требует выполнения по меньшей мере двух условий,
наложенных на коэффициенты системы дополнительно к условию г= О,-
и в этом, смысле труднее осуществима в сравнении с

„безопасностью" на границе /?=0, для осуществления которой
необходимо выполнение только одного условия.
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§ 4. Смена качественных структур в окрестности

состояния равновесия при переходе через границу

области устойчивости

Мы получим наглядную картину поведения динамической

системы вблизи границ области устойчивости, если

рассмотрим изменение качественной структуры в окрестности
состояния равновесия в зависимости от изменения параметра.

Как оказывается 12°1, здесь возможны следующие случаи:

a) L (Х0) —отрицательно.
При переходе через границу /? = 0 от положительных

значений к отрицательным появляется единственный устой*
чивый предельный цикл. При обратном изменении параметра,

устойчивый предельный цикл стягивается в точку.

b) L (\0) — положительно.

При переходе через границу 7?== О от положительных

значений к отрицательным к состоянию равновесия
стягивается единственный неустойчивый предельный цикл; при
обратном изменении параметра из состояния равновесия

появляется неустойчивый предельный цикл.

Качественная структура разбиения окрестности состояния

равновесия на траектории для этих двух случаев
изображена на рис. 3 и 4. Штриховкой показана область

устойчивости, для которой траектории представляют собой

спирали, накручивающиеся на состояние равновесия, или

предельный цикл. Область неустойчивости заполнена

раскручивающимися спиралями. Рисунки наглядно показывают

различие в поведении системы вблизи границы по отношению

к случайным точкам. Сравнивая для R > О случай L (k0) < О
и L(X0)>0, видим, что во втором случае возможно „

выбивание" случайным толчком изображающей точки из

устойчивого состояния равновесия за границы области устойчивости
(внутри рассматриваемой окрестности состояния равновесия),
тогда как в первом случае это невозможно. Рисунки
показывают, далее, различие в поведении системы при нарушении

условий устойчивости Раута—Гурвица. Переход через границу
/? = О в первом случае [ЦХ0)<0] соответствует возникновению
области неустойчивости внутри устойчивого предельного
цикла, которая, однако, остается сколь угодно малой при

достаточно малом нарушении условия устойчивости и стяги-



г Устойчивый срокус

Н=0 у
'

НО
Неустойчивый предельный иинд

я*о

"'Сложный фокус

Устойшб.ый предельный цикл^

У

R<0

L>0

СЛОЖНЫй фОНУС

R<0 L>0

Неустойчивый фокус Неустойчивый qtohvc
Рис. 3. Рис. 4.

Смена качественных структур в окрестности
состояния равновесия при изменении знака R.
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/
-

|

вается в точку при обратном изменении параметра; изобра- J
жающая точка при этом возвращается в состояние равно- ;\i
весия—система ведет себя обратимо. Во втором случае |
[£(*о)>0] переход через границу /? = 0 соответствует
исчезновению области устойчивости внутри неустойчивого
предельного цикла; изображающая точка при этом срывается
с состояния равновесия и уходит за пределы рассматриваемой

Рис. $. Функция доследования Рис. 6. Функция последования при
в окрестности устойчивого наличии устойчивого предельного

фокуса.* цикла в малой окрестности
начала координат.

окрестности состояния равновесия. При обратном изменении

параметра изображающая точка не возвращается в состояние

равновесия
— система ведет себя необратимо* Б5Т~-

Исследование поведения траекторий системы (2.1) в

окрестности состояния равновесия может быть проведено с помощью|
рассмотрения поведения функции последования р = &(р0):
в окрестности начала координат. Предельные циклы системы |
(2.1) соответствуют точкам пересечения кривой р = ф(р0)
с прямой р = р0. Для значений параметров системы,
соответствующих границе области устойчивости, функция после-,
Иования дается уравнением (2.7) и, следовательно, имеет*
касание второго порядка с прямой р = р0 в начале

координат [<5/(0) = 1, <J>"(0) = 0]. Знак ¥ (р0) определяется
в малой окрестности начала знаком as. Для ое8 < 0 кривая \

Р = *Нро) в окрестности начала располЬжена „ниже*, а для

«8>0—„выше* прямой р = р0(рис. 5 и 8). Устойчивость состоя-
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ния равновесия определяется взаиморасположением кривой

р = ф(ро) и прямой р = р0, т. е. знаком ,а8. На рис. 5,.
6 и 7, 8 для случаев а3 < 0 и а3> 0 представлен
графический прием („вписывание ломаной"), позволяющий,
отправляясь от произвольного (достаточно малого) р0, последо-

Рис. 7. Функция последования при Рис. 8. Функция последования

наличии неустойчивого предель- в. окрестности неустойчивого
ного цикла в малой окрестности фокуса,

начала координат.

вательно находить точки пересечения прямой © = 0 с

траекторией, накручивающейся на фокус (если «а<0) или

скручивающейся с него (если <хв>0).
Нетрудно показать, что для систем, представляемых

в пространстве параметров точками, близкими к границе
области устойчивости, выражение (2.7) для функции
последования заменится таким:

Р = *~%о+(*+^РаР^ • . —�Ы
где <о, р2, р8—некоторые функции параметров системы,
конечные на границе области устойчивости.

Если a-\-d и <х8 будут иметь одинаковые знаки, та

в достаточно малой окрестности начала координат
(независимо от близости к границе R = О, т. е. от малости выра-
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жения а -|- d) кривая ^ (Ро) будет опять расположена по

одну сторону от прямой р = р0; если же выражения a-\-d
�и а3 будут иметь разные знаки, то кривая ф (р0) в окрест-
дости начала пересекает прямую р = р0 (в зависимости от

малости выражения a-\-d точка пересечения может лежать

сколь угодно близко к началу координат). Рис. 5 и 6 и,
соответственно, 7 и 8 иллюстрируют появление или,
соответственно, исчезновение точки пересечения кривой ф (р0) и

лрямой,р = р0 в окрестности начала координат (т. е. рожде-

Рис. 9. Случай г=гО, 1ф0. Рис. 10. Случай /->0. Каче- '

Качественная структура в ственная структура в окрестно- «

окрестности сложной особой сти устойчивой особой точкн
"точки типа седло — узел. вблизи границы г =в 0.

<ние устойчивого или стягивание неустойчивого предельного
цикла) при изменении параметров, соответствующем
нарушению границы области устойчивости.
- Геометрический смысл условия / (\0) ф 0 заключается

в том, что при выполнении двух условий г==0, /(А0)ф 0

для системы (2.1) в начале координат сливаются два

простых состояния равновесия, образуя сложную особую точку
типа седло—узел (рис. 9). Вблизи границы г = 0 малая

окрестность состояния равновесия имеет вид, изображенный
на рис. 10. Из этого рисунка видно, как при приближении
к границе г = 0* в малую окрестность устойчивого состояния

равновесия „ вторгаетсяи область неустойчивости (на рисунке
покрытая штриховкой), попав в которую изображающая
точка »выбрасывается" из рассматриваемой окрестности
состояния равновесия.
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Для системы (2.1) при приближении к границе г = 0

возрастает опасность быть выброшенной случайным толчком

из устойчивого состояния равновесия. При г<0 состояние

равновесия в начале неустойчиво (рис. 11).
Заметим также, что, при подходящем введении параметра,

двойная точка может* исчезнуть при сколь угодно малом

изменении параметров системы (рис. 12).

—-X

Рис. 11. Случай /*<0.
Качественная структура в

окрестности особой точки вблизи

границы г = 0.

Рис. 12. Качественная

структура в окрестности начала
координат вблизи границы rs=0.
Состояние равновесия исчезло.

Можно указать простой аналитический критерий для

суждения о возможности исчезновения состояния равновесия
при введении некоторого определенного параметра.
Рассмотрим систему:

di

г--/>*ач;*). ■5?-Q*M*).di)
(2.22)

где Я* и Q*—аналитические функции X (здесь не

предполагается, что Я* (0, 0; X) = Q(0, 0; X) =0).
Состояния равновесия системы определяются из условий

Я* (S, Y); X) = Q, Q* (£, tj; Х) = 0, определяющих в

пространстве 5, Y), X некоторую кривую. Кривая Я* = 0, Q*=0
для интересующего нас бифуркационного значения параметра
Х = а0 [определяемого из условия г (^ = 0 при
дополнительном условии /(Х0)фО] имеет в плоскости Х = Х0
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Двойную точку. В силу аналитической природы функций Р*

и Q* при этих условиях имеются только две возможности:

либо плоскость Хя=А0 проходит через касательную к

кривой Р* = О, Q* = 0, либо пересекает кривую в кратной
точке. В первом случае предельные значения — и -^-

dk dX
имеют в точке (S0, tj0, А0) определенное значение, во

втором— это не имеет места.

Вычисляя значение -^
и ~% находим:

где:

dP* dP*

dt* dri

dQ* dQ*

dl
dX

; *i =

r
• dX

—'

dP* dP*

dri dX

dQ* dQ*

dv) dX

A2

; a2 =

1 dP* dP* 1

1 dX ~5F

dQ* dQ*
dk d'i 1

Заметим, что r — P^ Q^ —Q5 />ч для каждой пары
значений £0, iq0, определяемых из уравнений Р* = О, Q* = 0г
совпадает со свободным членом характеристического
уравнения для соответствующего состояния равновесия £0, t]0,
так как переход от системы (2.22) к (2.1) соответствует
преобразованию координат £ = S0 —f- a^, tj = yj0 4-.У, в силу

которого РХ (&о, 'По; x) = <*> Сч'&и Чо J *) = <*,

^ч' tfo> %>*) = &> ОТ (&о> •По* *):

В точке (&0, 7]0; X) имеем г = 0, поэтому вопрос об
исчезновении состояния равновесия решается значением в этой

точке определителей Ак и А2 (заметим, что они обращаются
в нуль одновременно): если, например, Aj (S0, ?)0, Х0) отлично

от нуля, то при сколь угодно малом изменении

параметра л в подходящем направлении, состояние равновесия

исчезает, если же Д2 (Е0, т)0, Х0) = О, то, при достаточно

малом. изменении параметра в любом направлении, состояние

равновесия остается.
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Примечание. Особенности в поведении

динамических систем вблизи тех точек границы R = 0, где

„безопасная" часть границы переходит в „опасную" и где,

следовательно, первый ляпуновский коэффициент L (Х0)
обращается в нуль, определяются знаком второй ляпу-

новской величины L2(\0), для вычисления которой
необходимо учесть в разложениях правых частей уравнений
члены до пятого порядка включительно. В возможностях,

которые здесь возникают, можно ориентироваться,
построив соответствующую функцию последования.

Для значения параметра, определяемого условиями /? = О,

£(л0) = 0, функция последования имеет вид:

Р = Ф(Ро) = Ро + абРо+ • • •

так как вслед за as необходимо и а4 обращается в нуль*,
£2(л0) совпадает с <х5. Для значений параметра, близких

к Х0 (или в случае многих параметров для значений,

близких к тем, которые определяются условиями # = 0,
i = 0), функция последования будет иметь такую

структуру:

p = ^(Po)=^2%o+ («+ ^?2pO+l«3+(«+ rf)?3]pO +

+[«зТ4+ (<* + Л PJ Ро +К+ ЯзТб +

+ (*+<№ Ро+... (2'23>

Здесь со, ^, у
— некоторые функции параметров системы,

конечные при a -f. d= 0, L = 0.

Представив (2.23) в виде:

^(Po)-Po=Pp{(«+ ^)[v+Po482 + Po^+---]+ •

+ Ро«3[1 +РоТ4 + РоТб+ • • -1 + ровбП + Ро8е+ • • -1 J^0'
нетрудно показать 12б1, что если коэффициенты a\d% <xs
и a5 имеют одинаковые знаки, то кривая р

= ^(Ро) в ма"

лой окрестности начала лежит по одну сторону от прямой

* Ляпунов, стр. 151.
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р=р0, если же в ряду a-\-d, <*8, аб имеется одна или две

перемены знака, то в малой окрестности начала может быть,
соответственно, одна или две точки пересечения кривой

Р —<Кро) с прямой р = ро и, следовательно, будут иметь

место один или два предельных цикла на фазовой плоскости

в малой окрестности начала координат.

Опасная граница

Рис. 13. Случай а3>& Окрестность точки

границы области устойчивости, отделяющей
„опасную" часть границы от „безопасной".

Возможные типы поведения траектории системы в

окрестности начала координат для значений параметров,
достаточно близких к значениям, определяемым условиями /? = 0,
a3 = 0(L=0), приведены на рис. 13, 14 и 15, 16,
соответственно, для случаев <хб > 0 и аб < 0. Рисунки
иллюстрируют усложнение структуры разбиения нз траектории
малой окрестности состояния равновесия системы для

значений параметров, близких к значениям, разграничивающим

„опасные" и „безопасные" части границы области
устойчивости. Знак второй ляпуновской величины (<хб) играет здесь

роль, совершенно подобную роли знака а3, увеличивая или

уменьшая опасность для изображающей точки быть
выброшенной из состояния равновесия.

Пусть <хб > 0 (при R ее L= 0) и пусть значения

параметров достаточно близки к значениям, определяемым уело-
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Рис. 14. Случай а5 > 0. Качественные структуры в окрестности состояния равновесия для
значений параметров, близких к точке границы, отделяющей „опасную" часть от „безопасной".
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.виями /? = 1= 0, тогда в достаточно малой окрестности
^начала ^координат в фазовом пространстве может быть одна

из структур, изображенных на рис. 14.

При нарушении „безопасной" границы области устойчи-
«вости изображающая точка остается в малой окрестности

Опасная граница

Рис. 15. Случай а5 < 0. Окрестность точки

границы области устойчивости, отделяющей
„опасную* часть от „безопасной*.

-состояния равновесия вблизи устойчивого предельного цикла,
если начальные возмущения не превосходят некоторой малой
величины (определяемой размерами второго неустойчивого
предельного цикла, также вторгающегося в малую окрестность
начала координат); при возмущениях, превосходящих эти

пределы, изображающую точку нельзя заставить оставаться

в малой окрестности состояния равновесия (рис. 14, //).
С другой стороны, „выбивание" системы малым толчком

•из устойчивого состояния равновесия возможно и вблизи

^безопасной" границы области устойчивости (рис. 14, /).
Пусть аБ<0 (при /? = L= 0) и пусть параметры опять

мало изменены, тогда в достаточно малой окрестности
начала координат может быть одна из структур,
изображенных на рис. 16. Здесь даже нарушение „опасной" границы
может оставить изображающую точку в малой окрестности

состояния равновесия, если параметры достаточно близки

-к значениям, определяемым условиями /?=»L = 0.
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Рис. 16. Случай аБ<0. Качественные структуры в окрестности состояния равновесия для

значений параметров, близких к точке границы, отделяющей „опасную" часть от пбезопасной".
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§ 5. Примеры

1. Симметричный полет самолета в вертикальной плоскости

с постоянным углом атаки

Пусть продольная ось самолета совпадает с направлением
сиЛы тяги винта, тогда уравнения движения самолета можно

написать в виде:

■£g=Scosp— Gsin<p— CwF^<o\
(2.24)

где S—сила тяги винта, v— скорость самолета, <р — угол

между направлением скорости центра тяжести самолета и

горизонтом, О—вес самолета, g— ускорение силы тяжести,

Р — угол между направлением скорости центра тяжести и

направлением тяги винта, Z7-—площадь несущей
поверхности, р

— удельный вес воздуха, СаУ Cw— некоторые

коэффициенты, зависящие от лобового сопротивления и

подъемной силы при постоянном угле атаки t26l.
Считая угол £ настолько малым, что без существенной

погрешности можно положить S cos (3 = S и S sin р = 0, и

вводя новые переменные т hj/ с помощью соотношений

2а

приводим систему (2.24) к виду

У^=У2—cos<p,

содержащему всего два параметра:

*=£> 8=Й
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Переносим начало координат в особую точку (<©0, у0\

Полагая <р
= <р0 "~f~ Ф > -У=== V"c°s ?о "Ь Ч > получим в новых

координатах:

1 sin <po i з 1
< о i sin Фп . о

i
1 о»

—

6
'

« *'—5-Ф"ч + -тг!*ч2+^^8+---»u Jo •*
Jo Jo

il==_^^_28^0r1+ l-sin<p0^-8^+^-f3+...
Координаты особых точек могут быть легко определены

из уравнений:
X — Ъу*—sin<p = 0,

у*—cos<p = 0*

Корни этой системы:

^5 = cos <р0 = L-f^ . (2.26)

Положительному значению корня соответствует состояние

равновесия типа фокуса или узла, отрицательному— седло.

Условия Раута— Гурвица дают для первой точки

неравенства:

р=-(8-5г -**)><>.
д = 2у1-*±1».2ЪУо>0.

Если исключить с помощью (2,26) из последних неравенств
координаты состояния равновесия, то первое из этих'
условий сведется к условию:

L-m.^+X-*^
а второе—к условию:

14-88_Х2>0.

4*
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Эти условия ограничивают область, изображенную "на

рис. 17.

Замечая, что для состояния равновесия на границе R = О

X

Рис. 17. Область устойчивости состояния
равновесия.

имеем соотношения*^ = coscp0; sin^0 = 28coscp0, для

коэффициентов преобразованной системы получаем:

a =-28y*cos <р0, Ь == 2, с = — cos cp0, d = — 28]/ cos cp0,

V COS'f0 м ъъ _

1
аи = -28, "02 = '

Vcoscp0

г12:

coscp0

Y COS ср0
*

Й02 = —8, Ьв0 = g-^, *Л=*21=*12 = *03 = °-

Подставляя значения коэффициентов в выражение для

L(kQ), получаем:

У2(1—2Ь2)
* Ибо/? = /? = 0.
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Таким образом граница R = 0—„опасная".

Ясное представление о поведении системы дает

рассмотрение разбиения фазового пространства на траектории.

Выбирая за фазовое пространство цилиндр, рассмотрим

вблизи границы области устойчивости некоторые характер
ные случаи разбиения цилиндра на траектории.

Устойчивый фокус Неустойчивый предельный циНп

Рис. 18. Цилиндрическое фа- Рис.*19. Цилиндрическое;
фазовое пространство вблизи зовое пространство вблизи

границы /? = 0(Х<1). Устой- границы/? = О (Х>1),
чивое • состояние равновесия

соответствует прямолинейному
полету; устойчивый
предельный цикл, охватывающий ци-

; линдр, — .мертвым петлям".

Рисунки 18 и 19 изображают цилиндрическое фазовое
пространство, образованное склеиванием по образующим
полосы —тс <^ ф <[+ u фазовой плоскости <р, у.

Рисунок 18 соответствует X < 1, рис, 19 Л > 1 (в обоих
случаях „не слишком далеко* от границы # = 0).
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Устойчивый
предельный
цикл

Область устойчивости, для точек которой элементом

притяжения является состояние равновесия (внутренность
неустойчивого предельного

"

цикла, не охватывающего

цилиндр), стягивается при

приближении к границе /? = 0

к состоянию равновесия. При
достаточной близости к

границе/?=0 система случайным
толчком может быть выбита

из состояния равновесия.

Как показывают рис. 18

и 19, если случайный толчок

был таков, что

изображающая точка „перепрыгнула"
через предельный цикл, то

она уже не возвращается

обратно в состояние равно-,

весия, а удаляется от него,

навертываясь на цилиндр и

приближаясь к устойчивому
предельному циклу,
охватывающему цилиндр. Не
представляет труда убедиться,
что на границе г = 0

выполняется условие / (Х0) ф 0. В самом деле, заметив, что на

границе г = 0, имеем соотношения:

>2 в 8 sin <p0 {ad— bc = 0)
и

u

получаем для коэффициентов преобразованной системы:

Устоищдшй узел

Рис. - 20. Цилиндрическое фазовое
пространство вблизи границы

г=0.

1 1
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Подставляя значение коэффициентов в выражение (2.21) для

/(Х0), получаем:

4NJ — Ц\—2Щ- Т
°

(на границе г = 0: 1—282<0).
Таким образом, также и вблизи границы г = 0 может

происходить „выбивание" системы из устойчивого состояния

равновесия случайным толчком.

Качественная структура разбиения цилиндра на

траектории вблизи границы г = 0 изображена на рис. 20.



ГЛАВА III

СИСТЕМА ТРЕХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Рассмотрим систему:

^«С^+Л+Л+^С*!. *2> *»). ]
p-^afx^a^+a^+P^x,, х2, х3), (3.1)

<*-£ = афхх+ 48)*2+афх9+ Р8 (ж„ дг2. *8). j
Здесь Pj— не содержат членов ниже второго измерения.

Характеристическое уравнение системы (3.1) будет:

(3.2)

или

где

Р =

q=

r=s

D(x)=|
aj°-— X U2 #3

)

a«» a^-x 42)

,f a(3) a(s,_x

%u-]-}n--\-qii-\-r = 0,

-№+#+<№

4Ч d?
af af

+
af 41»
43) af

af af af
af a?> af
-of fl

(3) 43)

+
42)

43}

= o,

af
af

>

i
(3.3)



§ 1] ВЫРАЖЕНИЕ ДЛЯ L (KQ) ЧЕРЕЗ КОЭФФИЦИЕНТЫ 5?

-

г

Условия Раута — Гурвица сводятся здесь к условиям:

Р>0> ?>0, r>0, R= pq—r>0.

Границами области устойчивости служат поверхности г = 0 и

/? s== 0 (точнее: те части этих поверхностей, для которых

выполняются условия

р>0, q>0). На первой

из них

характеристическое уравнение имеет

корень, равный нулю, на

второй— чисто мнимые

корни. Рисунок 21 дает

геометрическую
интерпретацию условий
Раута—Гурвица в пространстве /?, qy
г. Области устойчивости

соответствует здесь

внутренность
гиперболического параболоида,
расположенная для

положительных р и q над

плоскостью г = 0. Границами
служат поверхность

гиперболического
параболоида R = 0. и плоскость

г = 0.

§ 1. Выражение для L(XQ) через коэффициенты системы,

приведенной к каноническому виду

Для вычисления L (Х0), следуя Ляпунову *, приводим опять

систему (3.1) к каноническому виду:

z\ /

V

\ /П~~°

I R>0 \

l

\ 6=0

ЖГГ
Р

■̂^ •

-9

Рис. 21. Геометрическая
интерпретация условий Раута — Гурвица в

пространстве параметров р, q, г.

!и-л+<?,&,$» **)>

•V5-5.+ Q.&, 5* h),at
~

(3.4)

* Ляпу но и, стр. 7Ь

-- Ч1*Л1*ЗЬ**лЛЗФ L№'. -
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где—р = afp -J- а*Р + а3®—действительный корень

характеристического уравнения, a Y~q— модуль каждого из

чисто мнимых корней (легко проверить, что при условии
/? = о характеристическое уравнение действительно имеет

корни—/г, iYqt —iVq)*
Ищем решение линейной системы (на границе i? = 0)

в виде:

Xi — oike «
,

■ о2ке%ъ\ ХЪ= a3fc*** * (3.5)

где х1==
— /?, ~х2 =/]/"?, х3 = --/уГ9Г-

Для определения о^ получаем систему:

aifc (л?}— Ч) + <toe?} -f о№а1^ = О,

°i* 42)+ °2fc (42)—**)+ °3fc42) =» О,

«i* «i3) + °»t№+ °з* (48) —4) = 0.

Пусть нумерация исходных уравнений (3.1) была такова,
что

(3.6)

aV-ъ
а? af-H.

фо,
4г)-
4S>

a?)з

«з —ха
+0. (3.7)

Легко обнаружить, что такие два различных минора всегда

найдутся. В самом деле, так как корни £>(х)= 0 простые,
то производная .

А*№'
"1

+
«i3)

4»

<4?>-х
+

+
42)-

4s'

43)
(3)
аз— *

отлична от нуля при значениях х = хл(£=1, 2, 3), т; е.

для каждого из корней х = хь по крайней мере, один из

миноров отличен от нуля. Пусть при х = Xj первый минор
отличен от нуля. Если окажется, что при х=*х8 этот же
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минор будет единственным отличным от нуля, то, значит, при

x==xi были и другие миноры (кроме первого), отличные от

нуля, так как второй и третий миноры не могут иметь

одновременно корни xj и х2 .(ибо коэффициенты системы

действительные).
Из системы (3.6) находим:

ou = ji

Л1*

Л2>*ЗГЧ-Р <*

аз1}
(2) ^21

:—• |&
tf'+ P «3

(1)

«1 «У»

-Р+ Р <# |.п
a31 = t1' а?> 43)+/>|

где можно положить, например, р = 1. Точно так же:

°12 = 1|а(а2)-
; 4S)

-iV'q 4*

43>-/К?

aS2 =

(2) (2

a[s) a?

. 02а =

1

ai2) 4°

48) af-

•

-iyq\

Корню х3 будут соответствовать: Oi3
= ^12

(сопряженное a12) и т. д. Пусть

a** — ал -ш* °M= aj*~lri(*j{<
. Так как (3.5) образует систему линейно-независимых

решений, то

а следовательно, и

*?> 42) *?>

Х<% ^2 -^2

4Ч 42) xf

a21 a22 a2S

a31 a33 a$3

фо,

фО.
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В силу последнего условия решение системы (3.1):

Xj = kxfj*-}-h (действительная часть х®) =

может быть разрешено относительно:

ke~pt = $L, h cos Y<jt=t2> Asin"j/^/=S3,
где tj рассматриваются как новые переменные.

Таким образом подстановки:

х1 = а11^1 + а12^2+ а13*3> ]
Х2 = «21^1 +а22^2+ а23&3> | (3*8)

•*8 = а31'14" а32-2+ а33^3 J

приводят исходную систему (3.1) к виду (3.4).
Здесь:

(3.9)

ап =

а31 =

а12 =

«32 =

af

af+ p

af
af

; «2i

af+p af
af af+p

1 af af

\ af af

af af \
af af

=

У

,
1 af af

+ | af af

У

af af
af af

+ P
У

\ «22 =
af af 1

af af \

«13 = (42) + af) V q; a23 =
- afVq\ «зз =

- *УУ?-
Если представить Pj (хъ дг2, л:8) в виде рядов по степеням

^1» «^2> *^3*

P,(*i, х* хй) = а$х\+^Ы+а{йх\+2а{&х1Хъ+ )
+ 2a{ix,xa+ 2аЩх2хь +а[Ы+ЛЫ+в$*5+ .

+ За^лг^а+ 3aiiUi*8+ Zaf&x^xl+ Ъа(^\хъ+
+ 3a(£hxlxl+ ЪаШлХ^х\+ 6а%х1х%х,л+ .,.
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и, соответственно, правые части системы (3.4) в виде ряДов
по степеням $1э 52) 53:

. + ЗА&&+ ЗЛ&$,+ 34fe2+ 34&&.+

+злЙ&б+ з4&У=з+блйб,м,+ ....,

то коэффициенты преобразованной системы будут
выражаться через исходные по формулам:

з

+ вй)(«1*в« +««««*) +
+ «ifW<*3!+ *iJ*8*) + <№(*&*&+ «91*8*)].

3

^* ^ A^ jLl a& la*H-alk*ll*la + a222«2A:*;>Z*28 +
j»=l

+ Л&л8Ьа81а8в + а& (*i*«lJa2s+ alfc*Js*2J~b
+ alZaisa27r) +Й («1**11*33+ «l*«l8«3Z +

4- «11*18*3*) + 4зз («3**3**28 + «8**2**33 +
+ «2**8!«зз) + *8S («isa2**2Z + *1**2**2з тЬ
+ *U«28«2*) 4: ^223 (*2**2J*33+ *2**28*3l+
+ a2**28*3«) + Яш (*1з*3**3!+ *1**38*S*+
+ *l7>3!*3s) +4l*K«i**2J«38+ *П«2**83+
+а1к*ыЧг + *i8*2*«si+«iz«28*8*+*i8«2Z«8*)],

Ь(з.и)

где

До = *21

л81

А12

л22

л32

43

л88

ша^—адъюнкта элемента apjJ т. е. a^= (— l)i+P . Д1э а

^! получается из Д0 вычеркиванием /?-той строки и /«ого
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Перейдем теперь в системе (3.4) к полярным
координатам S2 = pcos<p, 63 = Р sin «p и исключим /; тогда система (3.4)
сведется к системе двух уравнений:

(3.12)

где

Следуя Ляпунову, развертываем правые части системы

(3.12) по степеням р и 61э и будем искать ее решение в виде

рядов:

Р
= «1 (?) Ро+ «2 (?)ро+ «з(<р) ро + •

•., ) /3 13ч

Тогда, подставляя (3.13) в (3.12), для определения иДср) и

Vj ((f) получаем рекуррентные дифференциальные уравнения,
из которых последовательно определяем функции #/(<р) и

Vj(y) так, чтобы удовлетворялись начальные условия:

"i(0)=l, вД0) = 0 (/ = 2, 3, ...), *,(0) = 0.

Полагая в построенном таким образом решении системы

(3.12) <р = 2тс, получаем:

Р = Ро+ азРо+.-, &i = fypo+"-> (3,14)
а,. = йД21г), fy = <^(2ir).

Первый ляпуновский коэффициент L (А0) совпадает с а8.
Вычисление дает для <xs следующее выражение через

коэффициенты преобразованной системы:

i(x0) = «,=jl Ь (4f4!)-4f4f)+
+мй(лй+ий)-м8(лй+4f)+

+ 2лМ+з41>)+uQv®+4Ы+
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§ 2. Выражение для L(k0) в циде интеграла по кривым
вспомогательной консервативной системы

(без приведения к каноническому виду)

Рассмотрим вспомогательную систему:

dt

dx%
dt

(3.17)

-^^i+^+^B+^fe^xj); [ (3.16)

^8=43Ч+43)д:2+43Ч+^з(^э ** *s)>

где ji
— малый параметр. При ja = 1 система (3.16) совпадает

с (3.1).
Общее решение линейной системы, получаемой из (3.16)

при (1 = 0 на границе /? = 0, имеет вид:

x1^ka11e-p(t^+ h[a12cosVq(t+t0)^

+ ai8sinV?('+'o)J>

лг2 = Аа21*-* (*+'->
+ Л [а22 cosУ^ (*+/0)+
+ a23sin^(/+/0)],

лг3 = Аа3^^(^^+ А[а82со8^(/+/0) +

-J- a3Ssin У"?(/-f-/0)b

где ал выражаются через коэффициенты системы (3.1) по

формулам (3.9); k, A, t0— произвольные постоянные.

Семейство периодических решений линейной системы на

границе R = 0 выделяется значением произвольного
постоянного А = 0.

Поставим задачу выразить Z,(X0) в виде интеграла,
взятого пег некоторой кривой CV семейства периодических

решений. Введем с этой целью в окрестности такой

кривой Ch новую систему-координат. Рассмотрим три семейства

поверхностей (рйс. 22):
Н(*х> *2» 'х&—'№—представляющее семейство

эллиптических цилиндров, вложенных один в другой и проходящих
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через замкнутые кривые консервативной системы [получается
из (3.17) исключение^ &?~*('+'о) и *+ '<>]•

п(хи #2, лг8, s) = 0— представляющее семейство

плоскостей, проходящих через ось цилиндров Н [получается
из (3.17) исключением ke~~p{t*h) и fin заменой /+ *очерез$].

N(xt, л;2, дг8$ yj) = 0—представляющее семейство

плоскостей, параллельных основанию цилиндра, заполненному

S=const

b = const

Рис. 22. Система координат ft, s, i\ в

окрестности кривой СЛ.

замкнутыми траекториями [получается из (3.17) исключением

ksinYq(t-\-t0) и й cos ]/? (/-Но) и заменой &?-*(*+*о)

через т|].
Решение системы:

Я= А2, л = 0, yv=0

относительно nejpeMeHHbix xu лг2, д:3 можно тогда

представить в виде:

xi =/i (A, s, Y]) = anY) + h (а12 cos Vqs -f- а18 sin УЪ\
х2 =/2 (А, $9 •*)) = a21i) -f- h (а22 cos V^s+а^ sin Vqs),
*s =Л (A> *» ''I) = азЛ -Ь A (а83 cos VT5+ a38 sin VIs)-

(3.18) I
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Выделим теперь некоторую замкнутую кривую Сп и

введем в окрестности этой кривой новую систему
координат 8, s, ч\ (A = A0+S). Имеем:

dxx у db . / ds * / dt\
St aflh Tt +fl°dt +/lW=

dxi j db . / ds , / di\

dxa / db . / ds , / dt\
Si =if3hTt^-f38Tt~^;^d7=

= а1зУ, +af/2+af/8+ ^8(/1,/2)/3).
Отсюда получаем:

5.
TT A

^1 fl8 fvt[

^2 /28 /2tJ

Pz /з* /зц
или

db £_
dt~ Д

Л /is Хч
/*2 Л* /21)

Pb As /зч

(3.19)

так как в силу тождества 2H(fv Л>/3) = (й0+ 8)2 для

[i
= 0 должно быть-^-= 0, то первый, определитель

необходимо должен обратиться в нуль.

Мь аРл+42)Л+42у8 Лdt
4-Z-+ А

fih Pi fm

Лл ^2 /24

/зл Р$/зп
или

rf/

5 Зак. 4123. Н. Баутин.

/л Pi /н
J2h Pq /24

/за Р& /зп

(3.20)

S*s*V^r^.i3SWM-~ а
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так как в силу соотношения / -j-10 = 5 для jj. = О должно
ds

Далее:

быть -тт= 1
at

di\
dt''

An As efVi+rfVi+elVe
An As aPA+aWt+aWs
/3* /е. 43)Л+43)/2+43)Л

д

AmAi* Л1

/гЛ Ла P%\
■f' ^r г>

/зл /я* "si
или

3—i*+*
А /и рх I

4/2вЯ2 , (3.21)

An fss P$ I

так как в силу соотношения t\ = ke~~p^+t°* для [а = 0

должно быть -J = — рт\.

Исключая из (3.19), (3.20) и (3.21) время ty получаем:

db
MPi

AeAi) fishti
+ P*

ds

p\Pi
Anh-n

Аш/iti
As /27)

I ^3ft/8t,
+ Ps

fin A11

a 1 I r> I Aft A*

di\ [ I AftAs
ds'

Aft A*

AftA*
+P*

Aft As

f2b J 28

' \d AftAt]
4 1/ f'

-Pi
Aft At)

Aft Aij
+ P*

Л»/14

Aft At, I

Здесь:

Д =

fin fu fiti
1 t r

JZh /28 /2т,

/зл /зв /зч

1.

= hVq
all al2 a13

«21 a22 a23

«31 «82 a88

(3.22)

= h\Vq. . (3.23) I
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Развертываем (3.22) в ряды по степеням 8, yj, jx:

g = 5;.T1 + 5;.lx +^^+ }.(3.24)

и ищем решение (3.24) в виде рядов по степеням [л и

начальных значений 80, tj0:

8 = сюо8о+ ^ою^о+ Cooil* + С2оо8о+ Созови+
+ Co)2^+Cliio8oYlo + cioi8olt + coiiYlolA+ • •

•»

^ — ^10O8O+ A)1D4o+ АхиН"+ Аюо80+ A)20*i<>+
+Axel*1+ DnoV)o+AoArf*+AmW4- • • •

(3.25)

с начальными условиями

C100(0)=A)io(0)=l, С^(0)=0(/, I, £:£1, 0, 0),
^«(0)-0 (/,/,* ^0,11,0).

Подставляя (3.25) в (3.24) и сравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях 80, y)0, jjl, получаем рекуррентные
дифференциальные уравнения:

•• • •
/

• •

Г100
= ^> ЧЭЮ ==s 0> ^001 = ^pi> ^200 == 0, С02о = О,

1
Ч(Ю2 — 2"^* Г 4)01%Щ*- 4" Ах)1^№>

Аоо— $пZ>100, D010 s=ss 5^О010> Doo! = ojj^ooi 4" *^,

(3.26)

где

^(0,5,0,0) =
h^Yq

RAO, *, 0,0) =
А!Ф

Л>2^

/ie Л» /з*

/lij /24 /31)

^1 ^2 ^3

/le Дв ^зв

/ill /24 /si]

Л ^9 ^3

flh Ah Ah

An An An

(3.27)
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^°>8>°>0)=Ш1'ш
Pi -P* р*

flB J28 JS8

$Ь>Уя

Pi Р* Рь

/is /as /2s

/lTQ f*\ /ЗП

^0>*>0>°^1Ш
Plri Р%ц Рщ

fl8 f>$ /3?

/b> /24 /Ц
А A> А

5^(0, 5, 0,0)==. /lS /28 /35

/tTQ Да /З4
MoV7

^(P, *, 0,0) = - /;.

Заметим, что можно также написать

d_
dh

Pi P* P*

/j« f>9 /38

fn M /en I

^1 ^2 ^3

flh /2ft /зЬ

/bl /»Q /ЗЧ

(3.27)

^14 A4 Ai)

/j/i /i/i /зл

/le /is /?s

+

РзХз)* (3.28)
Это замечание мы в дальнейшем используем.

Из (3.26), принимая во, внимание начальные условия,
получаем:

0)10 е=а ^800 — ^ОЗО — Аюо — *\

-чмо
■ : е-*\
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Ах»— МоУ?

в

„JePl

Pi P* Pz

flh /2ft fsh

/lS f'28 fs8

л,

°ooi —
1

МоУ7

8

/\ я2 р8

fie /2s /не I <#>

/lTJ /2tJ /31]
s

0

2л
Полагая в (3.25) s = x, где т = -^=—период на

(3.29)

кривой СЛ(), получаем «функцию соответствияа:

8 - 8о+ Cooi W Р+ С002 (*).!*•+ Сш(т)8о1*+ j
+ C011(x)W+..., 1(3.30)

дающую в окрестности точки (0, 0) преобразование
плоскости (80, *)о) в плоскость (8, т|).

Обратимся теперь к равенствам (3.14), из которых
определилось а8, и заметим, что геометрический смысл этих

равенств заключается в преобразовании в окрестности точки

р = 0 прямой ^ = 0, лежащей в плоскости <р = 0 (т. е.

(js = 0), в некоторую кривую F(p, tt) = 0, находящуюся
в той же плоскости. Если, положить в равенствах (3.30)
Y|0 = 0, то мы точно так же получим из (3.30) вместо

преобразования плоскости в плоскость преобразование в

окрестности точки 80 = 0 прямой i)0 = 0, лежащей в плоскости

5 = 0, в некоторую кривую /^(8, y)) = 0, находящуюся
в той же плоскости/ Из равенств (3.14) и (3.30) совместно

с соотношениями 52 = р cos 9, ?з = Р s*n ¥ находим, что

прямые 51 = 9= 0 и yj = 5 = 0 совпадают и что р = Л.

Выбирая теперь такие А0, чтобы кривая ChQ целиком находилась

внутри области сходимости (3.14), находим связь между р
и 8:
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т. е.

р—р0=8— 80 (3.32)

Представив правые части выражений для р и S в (3.14)
и (3.30) в виде, рядов по ja, А0 и 80 [введение ^
в (3.14) соответствует опять вычислению а8 для системы

(3.16)] и, воспользовавшись равенством (3.32), выражаем <х3
через С001 и С002.

Имеем:

0V-M2^)(Ao+8o)8+
или:

«W** «^

откуда:

iW=4-i[^{c„.o)+crw}]ji_B.
'Выражение для Ст(х) и Сш(%) получим 'из у(3.29),

полагая 5= т = —^. Соотношение (3.28) позволяет пой этом

значительно упростить С002(х); выделив из-'Сдо^)
периодическую часть, обращающуюся в нуль при интегрировании
от 0 до т, тогда а3 будет иметь следующий Вид: j ■

•'

; , ,

iL k' - *' л / :

1(Х0)=аз = -
1

3!Д0У> <**о Ло J
!rfs +

Л»=о

Щя

2ic

tfg 1 Г
е-рз

П
'

ГУ Г»'
"lTJ "?TJ РвТ}

fl8*J2$ fss

/lij Ai| Лт|

X
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X е*Х

Pl-P* р*\
fui Ль Да
f f f \J 18 J28 J88\

t r t

Plti P2r\ Рщ

Л* Hh f*h
f f f
J\a J2a J3s

*H

l\

Ш

<K+\ boVQHP'ixl+Plx,+P'ax,)

P1P*P*
f f f

f f fJl-q J2x[ J3ri

d\

""]

' ds (3.33)

fc«0

Здесь всюду в Р. и Р^ =«^ +0^+<x3iP'Xi вместо х.

нужно подставить уравнения кривой СЛа:

хх = k0 (а12 cos Yqs+ а13 sin /?$), |
*2 ==: Ао (а22 cos Уя^+ <% sin VT5)> | (3.34)

лг8 = Л0(а82 cos Yqs+ а38 sin Yqs). J
Значения Д0, <х^ и # даются в (3.23), (3.9) и (3.3).

Примечание 1. Заметим, что здесь так же, как

и в случае системы двух уравнений, использование

консервативных кривых является лишь специальным

приемом и не предполагает близости исходной системы (3.1)
к использованной консервативной.

Примечание 2. Первое слагаемое в выражении(3.33)
отлично от нуля только для членов третьего порядка
в разложениях Pjt а второе— только для членов второго
порядка в тех же разложениях. Для рассматриваемого

случая справедливо все сказанное в примечании 2 главы II.

§ 3. Выражение для /(Х0) через коэффициенты исходной
системы

Пусть для системы (3.1) выполняются условия:

в$» 4° 4Х)

а%) 42) 42)

of) 48) Ч8)

= 0,

+
41} 41}|

+
42) 42)

> 0 (3.35)
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Для определенности пусть |а£|фО; (t,j=l, 2) и

•/>=.-(of)+ а$»>+«£«»)> 0.

Ищем решение линейной системы в виде:

Для определения а, р и f получаем систему:

аа[ч+ $а&>+-faf = 0,'

ф 0. ч3.36)

откуда находим:

а =
d$ of'

» If —
c?> а?)

Вводим вместо *3 новое переменное

Тогда система (3.1) приводится к виду:

(JX2

+ у«в }*+... =*i (*i, ** *),

Р
-(«?-7^Ь +(^-г*Л)*» +

+ у42)^+ . . * =*2 (*1> *2» *)>

^^12+^22+ ^82+ • • ' =£(*!. *2> *),

(3.37)

где Р^—члены второго порядка в разложениях правых
частей системы (3.1), в развернутом виде представленные
в (3.10).

Искомая постоянная 1(к0) может быть определена, согласно

Ляпунову, как коэффициент при £2 в разложении Z(xu x2, *),
где хх и х2 определяются как функции z из системы Xt = 0,
,Yo=:0. При. этом, в силу предположения, что характеристик
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Р т

ческое уравнение (3.2) имеет только один равный нулю

корень, а остальные с отрицательными действительными

частями, система Хх = О, Х2 = О определяет xt и лг2 как

голоморфные функции г*.

Пусть

Для aj и о2 находим:

с1 = _4 («>-«'),
^l^V*-^),

Отсюда для 1{к0) получаем выражение:

д = a») aW aW

af af> af
(3.38)

+ K-i)] + P[---f)+'r[-.-](3)- (3.39)

Выражения в двух последних квадратных скобках

отличаются от выражения в первой скобке только верхним

индексом коэффициентов а«; значения a, p, f, aL и о2 даны

в (З'.Зб) и (3.38).
Примечание. Заметим, что при использовании

выражения (3.39) необходимо выбирать такую
нумерацию уравнений (3.1), чтобы выполнялось условие: .

М°|1Ф0 (/,/ = 1,2).

§ 4. Смена качественных структур в окрестности
состояния равновесия при переходе через границу

области Раута—Гурвица

Мы получим наглядную картину поведения динамической
системы вблизи границ, определяемых условиями Раута—
Гурбица, если рассмотрим изменение качественной структуры

* Ляпунов, стр. 125.
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в окрестности состояния равновесия. При переходе через

границу /? = 0 возможны следующие случаи:
I. L(XQ) на границе R = 0 отрицательно.

При переходе через границу /? = 0 от положительных

значений к отрицательным (на границе /? = 0: -дг<0, если

рассматривать R в зависимости от параметра Xj появляется

единственный устойчивый предельный цикл. При обратном
изменении параметра, устойчивый предельный цикл

стягивается в точку.

II. L (Х0) на границе R = 0 положительно.

При переходе через границу /? = 0 от положительных

значений к отрицательным к состоянию равновесия стяги-*
вается единственный неустойчивый предельный цикл. При
обратном изменении параметра из состояния равновесия
появляется неустойчивый предельный цикл.

Качественная структура разбиения окрестности состояния

равновесия на траектории изображена на рис. 23 и 24.
Качественная структура разбиения на траектории

поверхности, проходящей через предельный цикл и состояние

равновесия, тождественна с соответствующими структурами

разбиения на траектории для плоского случая. Остальные

траектории, за исключением двух, образующих вместе с

состоянием равновесия одну аналитическую кривую, имеют

вид спиралей. В первом случае (L (Х0) < 0) все спирали

накручиваются либо на состояние равновесия (/? > 0), либо на

устойчивый предельный цикл (/?<0). Во втором случае

(L(X0)>0) существует интегральная поверхность,
проходящая через предельный цикл и заполненная

t спиралями,

накручивающимися на предельный цикл. Остальные спирали
либо накручиваются на состояние равновесия (спирали внутри

поверхности, проходящей через предельный цикл), либо

удаляются от состояния равновесия (спирали вне

поверхности, проходящей через предельный цикл).
Рисунки 23 и 24 наглядно показывают различие в

поведении системы (3.1) по отношению к случайным толчкам

вблизи границы R = 0 в зависимости от знака L (Х0) и вы?

полнения условия устойчивости (/?>0).



Устойчивый фокус

неустойчивый предельный ииНл

R=0

Vcmow/ивыи предельный цикл

Рис. 23. Случай £<().' Смена
качественных структур в

окрестности состояния равновесия
при изменении знака R.

Седло -фокус

Рис. 24.
% Случай L>0. Смена

качественных структур в

окрестности состояния равновесия

при изменений знака 7?t
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В случае "L> О, /?>0 (рис. 24а) возможно „ выбивание"

случайным толчком изображающей точки из устойчивого
состояния равновесия за границу области устойчивости;
в случае же £<0, /?>0 (рис. 23а) такое выбивание

невозможно.

Переход через границу R = 0 в первом случае \L (X0)<0,
dR \
-—• < О J соответствует появлению устойчивого предельного

цикла, который будет служить элементом притяжения для

всех траекторий (кроме одной, проходящей через состояние

равновесия с определенным направлением касательной) и при
этом оставаться сколь угодно малым при достаточно малых

нарушениях условия устойчивости R > 0.

При обратном изменении параметра изображающая точка

возвращается в состояние равновесия: система ведет себя

обратимо по отношению к изменению параметра.

Переход через границу R = 0 во втором случае \L (X0) > 0,
dR \
-^-<0) соответствует стягиванию неустойчивого

предельного цикла и исчезновению области устойчивости (внутри
трубкообразной поверхности, проходящей через предельный

цикл). Изображающая точка при этом „срывается" с

состояния равновесия и уходит за пределы рассматриваемой его

окрестности.
При обратном изменении параметра изображающая точка

не возвращается в состояние равновесия: система ведет себя

необратимо.
Обратимся к границе г= 0. Состояния равновесия системы

^• = Р* (/ = 1, 2, 3) (3.40)

определяются из условий Pi = Pa = ^3 = 0. Если

характеристическое уравнение системы (3.40) не имеет равного нулю

корня, 'то поверхности Pj = 0 пересекаются в состоянии

равновесия без касания. Обращение в нуль одного корня
характеристического уравнения совместно с условием / (а0) ф 0

указывает, как легко показать, на то, что линия

пересечения двух из поверхностей Pj= 0 имеет с третьей

поверхностью касание первого порядка и, следовательно, состояние
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равновесия можно рассматривать как двойную особую точку.

Легко проверить, что, при соответствующем введении

параметра в систему (3.40), это состояние равновесия может

либо совсем исчезнуть *, либо расщепиться на два простых
состояния равновесия (с характеристическими уравнениями,
не имеющими ни нулевых корней, ни корней с равной нулю
действительной частью); одно из них будет иметь

положительный, а другое отрицательный корень характеристического

уравнения. Два других корня могут быть и действительными

и комплексными.

Возможные случаи разбиения на траектории малой

окрестности состояния равновесия atj = л;2 = л:8 = 0, вблизи

границы г = 0, изображены на рис. 25 и 26. При
выполнении условий г = 0, /(Х0) ф 0 в начале координат обе точки

сливаются в сложную особую точку (рис. 25Ь и 26Ь).

1 Критерий для суждения о возможности исчезновения

состояния равновесия при определенном введении параметра совершенно
аналогичен подобному критерию для системы двух уравнений.
Вопрос и здесь решается обращением или необращением в нуль
в точке, соответствующей рассматриваемому состоянию равновесия

некоторого определителя, например, определителя:

А,=

*1Х

Рк

1Х%

о*'

о*'
3Xt

Р1х*

Р

(3.41)

при значениях 6, =
** ^ = £ 53 = & *• = Х0, где fv' ?*, £ -

состояние равновесия системы:

определяемое из уравнений Pj = 0, а Х„ определяется из условия:

r0l> ^2' ?!$■ *•) =—
\р*'

р*'

\Р*1 8*1

Р

Р*'
2»2

р*'

Р
Ма?з

Р

Р*'

= 0.
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Сложная особая точна Состояние равновесия
исчезло

Рис. 25. Случай А*<0, /^О.^Смена^качественных структур
в окрестности состояния равновесия при изменении знака г.
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Дополнительным условием к условию (3.35), позволяющим

различить случаи, изображенные на рис. 25Ь и рис. 26Ь,
является знак выражения

Д*=—р29а_|_403. (3.42)

Для состояния^равновесия типа „пространственный седло-

узел" Д*<0, для состояния равновесия типа

„пространственный седло—фокус" А*>0.
^Поверхность; отделяющая в пространстве^, qy r область

действительных^ корней^ от области, где уравнение имеет

комплексные
*

корни,
изображена на рис. 21 внутри об-

. ласти #>0.
Для системы (3.1) при вы-

полнении условия / (\>)зФ О,

Устойчивый фокус
Сложная особая точка

Рис. 26. Случай Д*>0, 1ф0.

на границе г = 0, при приближении к границе возрастает

опасность быть выброшенной случайным толчком из

устойчивого
•

состояния равновесия в область неустойчивости.
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§ 5. Примеры
1. Сложный генератор с вырожденным вторым контуром

Рассмотрим схему, изображенную на рис. 27. Уравнения
для токов в контурах напишутся следующим образом:

, о г (3.43)

dt

щ
f?2 kA

рАЛЛ/Ч. слЛЛЛ/V

5a So f
ш

<* i I ь
'

N

1

Рис. 27. Сложный генератор с вырожденным
вторым контуром.

Характеристику лампы примем в виде:

in1-=зу{1-Щ-
где S („крутизна в нулевой точке*) и V8 („напряжение
насыщения и) — константы, а

Vt-ifirdt.

dk
Так как СУ^ = 1и 6%=-^, то система (3.43) принимает

вид:

Livi+«ivi-r-сVl "с~di~T~^\ vy
u | (3.44)



№№"' 'о'

Л

gj

'

ПРИМЕРЫ :в1

Предположим, что первый генератор парциально

самовозбужден, т. е. что Ж5>^?йС, и введем безразмерные

переменные:
Vi -ш Г MS

At —
^«"e t/"~

Система (3.44) примет тогда вид:

Л15

MS— RC'

dy
di

rf2JC (3.45)

где
Я*

безразмерные параметры.
Систему (3.45) можно также представить в виде одного

уравнения третьего порядка:

ох -\-\х(р— 1)х+ 0 —№*)*-\-РР*=*

= — 2{иис*— \fpxb; (о = 1 — х^),
или, окончательно, в виде системы:

1
*1 = —p*i— qx%—~гд:3 — ?t лголго —^АГгАГз- XoXt

V ~2^8 »

лгз = дгь

*а — *а>

где

(3.46)

х1 = •*• *2 = *> *з s

^
с

' V ^ »

Pffc

Система (3,46) содержит три независимых параметра (i,p, a#

.
6 8ак. 4123. Н. Ваутия.
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Условия Раута — Гурвица дают яг я системы (3.46)
неравенства:

Р>0>. ?>0, r>0, R=pq—r>0.

Легко, проверить, что нумерация переменных в

системе (3.46) такова, что условия (3.7) выполняются.

В самом деле:

0

1

—ч

р

фо,
lYq 0^
1 —lYq

фО.

Вычислим знак L(\0) на границе /? = 0. Так как

система $.46) не имеет членов второго порядка, то для Z,(X0)
из (3.15) получаем выражение:

3*

где

Aids = г I #223 (a2fca2Za88 + a2fca8Ja2e + a3fca2Za2e) 4"

+ «233 («зЛ»а28+ a3ft%a8e 4" a2Aa3*a8*)J fyl * (3-47)

Для а^ из (3.9) и (3.46) находим:

ал—Рг> a2i =
-- г> asi^1?» ''12- ?, a22=0,

i
= l, a13 = 0, a23 = — У #, a83 = 0.

(3.48)

2,a
Из (3.47), принимая во внимание, что л^8 = — о1- и а2з3 =

==—5р , находим:

Аш — 0, Лззз —0, Л233 = —д^
•

зГ
» Л^23 = -jj з^ '

где
_

*'n = -qVq, 4=—r, Д0 = "К"? fa2 +/»*) > 0.

Таким образом, для Z.(X0) окончательно получим:
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Знак I^(X0) определяется знаком выражения в квадратных

скобках. На рис. 28 в плоскости параметров р, о при

фиксированном р изображена область устойчивости (покрыта

штриховкой) и кривая 1(Х0). Точка пересечения кривой

£(Х0) = 0 с кривой /? = 0 отделяет на последней „опасную"
часть границы # = 0 [L(X0)>01 от „безопасной• [L(X0)<0].

„Опасная"граница (t>0)

.Безопасная*граница (L<0)

Рис. 28. Сечение пространства параметров
плоскостью {х = const.

Если при фиксированном о изменять р, переходя через

границу области устойчивости, то в первом случае происходит

срыв изображающей точки с состояния равновесия, а во

втором — мягкое возникновение автоколебаний. На рис. 29

изображена граница области устойчивости в полном

пространстве параметров задачи р, ja, о. Область устойчивости
заключена между плоскостью jj. = 0 и поверхностью.
„Безопасная" часть границы /? = 0 покрыта штриховкой.

2. Стабилизация курса самолета автопилотом

Уравнения движения системы „самолет с автопилотом"

при обычных упрощающих предположениях, как известно,

могут быть записаны в виде 127> 28> 291:

ф -}- Мф+Щ — — MQi

(3.49)

6*



L
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Здесь <р — угол рыскания самолета, if] — угол поворота руля,

Л1 > О и TV > О— константы, характеризующие

соответственно естественное демпфирование самолета и рулевое

устройство, k— коэффициент, характеризующий статическую

устойчивость самолета, ф— аргумент сервомотора,

управляющего рулем*, _Р > 0— так называемый коэффициент

искусственного демпфирования, так называемый коэффициент

обратной связи, F (<{0 — характеристика сервомотора.

Ф

Г>0 Т'°

Рис. 30. Характеристика F(ty).

Характеристику сервомотора (рис. 30), симметричную
относительно начала координат, апроксимируем в окрестности

начала полиномом, содержащим только нечетные степени <J>:

/* (ф) = оф+ ■(�••
Исключая теперь из системы (3.49) координаты tj и ф» по*

лучаем:

5+Р? +??+/•<?=-SoiStf + Stf+ Stf)*, (3.50)

* Механический смысл ф в случае гидравлического
сервомотора — открытие зодотника.
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где

г-.(^+4).
Mi'

(3.51)

Вводя обозначения

*i=?> *2 = <Р> ** = ¥

и раскрывая скобку, запишем (3.50) в виде системы:

*\— —Р&1
—ЯХЪ—ГЛГ3~Ьа111ЛГ1~Ь аЯ&ХЪ~\~аЪЪЪХЪ~\~

+датх1х^3атх1х%+гашх^1^6атхгх2к^ [ (3.52)

*3 = *2>

где положено Оде =
— SqSjS^. Линейная часть

системы (3.52) подобна линейной части предыдущего примера.

Выражения для а# через коэффициенты системы (3.52) опять

получаем по формулам (3.48). Л$* вычисляются по

формулам (3.11), а для L(X0) имеем:

1(Хо).
3*

*V Я
(3.53)

I»Так как а22 = а13 = а33 = 0, то выражения для Aff8 при
вычислении по формулам (3.11) сильно упрощаются. Именно,
находим:

411 = ^ c4i (а383— 3amq + За113?2— аш^) =



g gq
. ПРИМЕРЫ 87

A%= iOta ( — «112<72 /? +• 2a123? K5— «238 VI) =

^^'(Srf-WДо

Отсюда для L (X0) получаем:

+•№■)+']■
или (так как r = pq в силу # = 0):

^^-^(■s^+p)[(^i)i+4<8-64>
Из последнего выражения видно, что знак L (Х0) совпадает

со знаком произведения

-Мг^+р)- <3-55>

Подставляя в (3.55) значения Sj, р и q из (3.51) и

воспользовавшись для упрощения условием /? = 0, получаем:

Введем теперь безразмерные параметры А% В, у. и а:

* = Д8, Д= *?, х =А, в==^, (3.57)

характеризующие, соответственно, искусственное
демпфирование, обратную связь, статическую устойчивость самолета

И крутизну характеристики цначале,
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Из (3.51) и (3.57) получаем:

e Rzspq— г= ЛР[к —<J-H04-f-5) (l + o£)J. (3.58)

Для £(Х0), принимая во внимание (3.56) и (3.57), находим:

где

Рассмотрим при фиксированных х и а плоскость

параметров Л, В, ограничиваясь положительными значениями А

А

Опасная

граница

-г—
~~в

.

безопасная граница; случаи f>o

Рис. 31. Пространство параметров при
фиксированных % и а.

и В и предполагая о—х>0. Тогда, как это следует из

(3.58), для „малых* .-Л и В будет /?<0, а для „больших".
#>0. Граница области устойчивости будет проходить
в первой четверти плоскости Аг В. Знак L(k0) будет зави*
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сеть от знака произведения

1[#В(А-\-В) — х].

Знак первого множителя зависит здесь от знака кривизны

характеристики (рис. 30). Второй множитель обращается
в нуль на кривой, лежащей в плоскости Л, 5. На рис. 31
изображены в плоскости А, В граница области устойчивости
/J=sO и кривая 1 = 0. При а—х>0 кривая 1 = 0 всегда

пересекает границу области устойчивости (при о — х<0
кривая /?=з0 не проходит в области положительных А и В).
Характер границы области устойчивости зависит как от

расположения рассматриваемого куска границы
относительно кривой £ = 0 [от знака о2Я(Л-{-£) — х], так и от

вида характеристики (от знака ?)• На рис. 31 предполагается,
что т >0. Если f<0, то „опасная" и „безопасная" части

границы меняются местами.

3. Регулирование* уровня жидкости

Рассмотрим регулятор с пневматическим сервомотором и

жесткой обратной связью для регулирования уровня
жидкости в открытом бачке. Регулятор рассматриваемого типа

может быть использован также для регулирования
температуры, давления или расхода. t

Схема регулятора приведена на рис. 32.

Е— поплавок, передающий сигнал на управляющий
элемент (в реальных конструкциях для уменьшения

амплитуды колебания тяги поплавок обычно находится

в колене ртутного манометра);
А — мембранный сервомотор, приводящий в движение

заслонку, регулирующую слив;
В— сильфон жесткой обратной связи, воздействующий

посредством тяги, соединенной с мембраной сильфона,
на управляющий элемент;

С—сопло и заслонка управляющего элемента.

Считая, что обратная связь срабатывает мгновенно, и
считая линейными все характеристики, за исключением

характеристики управляющего элемента в уравнении сервомотора,
Приходим ц таким уравнением движения;
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Уравнение объекта регулирования

Ad— = Q(tn, h) = [Q'm(m0J h0)bm+Qh(m0, Л0) ДЛ]-f-

Здесь:
А — коэффициент емкости, т. е. количество жидкости

в мм\ необходимое для изменения уровня на 1 мм;

1^ /:::

.J.-...I

47
— X

—- Y

Рис. 32. Регулятор уровня с пневматическим сервомотором.

h — высота жидкости в бачке;
т— координата, характеризующая положение заслонки,

регулирующей слив, отсчитываемая в направлении,
соответствующем закрытию заслонки;

(?(/я, Н) — разность прихода и расхода в мм*/сек.
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Уравнение сервомотора

M^+b^ +W= SoP(y)- (3.59)

Здесь:
М— масса всех движущихся частей регулятора,

приведенная к хрду заслонки (к координате т);
b — коэффициент вязкого трения;

х0
— коэффициент жесткости пружин сервомотора;

Р—давление на мембрану сервомотора;

у— расстояние между соплом и заслонкой;

S0— площадь мембраны сервомотора.
Уравнение обратной связи. В уравнении обратной связи

[имеющем вид (3,59) с заменой т через х% где х—

координата, характеризующая положение обратной связи] можно

пренебречь первым членом, так как масса механизма

обратной связи невелика, и вторым, так как обратная связь

жесткая и можно пренебречь вязким трением. Так как

жесткость сильфона обратной связи очень невелика, в

сравнении с жесткостью мембраны сервомотора, то можно считать,

что обратная связь срабатывает мгновенно, и

линеаризировать в правой части уравнения характеристику управляющего
элемента Р(у). Таким образом, получаем:

Xj Дх = SPy Ay.

Уравнение заслонки. Заслонка находится под воздействием

чувствительного элемента и обратной связи, т. е.

у =ДА, х).
В окрестности стационарного режима эту зависимость будем
считать линейной:

Будем рассматривать движение в окрестности
равновесного режима А0, т0, лг0, у0. Совершая замены А = A0-f- ДА,
м =»/и0-|-Д/я, х= х0-\-Ах9 у =у0-\-Ау и переходя к

безразмерным переменным:
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получим следующие уравнения движения:

?+*?== IS

Р + Ь{+~щ=Ы{—*т0+Р[у0(1 + ч))},

где

-_
* ( АН° V

iv-JL./j^V R-
W*

(3.60)

положительные величины.

Характеристика управляющего элемента (зависимость
давления Р над сильфонами сервомотора и обратной связи от

величины зазора у между соплом и заслонкой) есть

монотонно убывающая функция у. Рабочая точка характеристики

определяется условием *т0 — Р(у0). Апроксимируя
характеристику в окрестности рабочей точки полиномом

окончательно получаем для уравнений движения в

окрестности равновесного режима:

?+*?= IS

где
a = NRSu $ = NRS2, T = A«S8.

Исключая ji из уравнений (3.61), приходим к одному
уравнению третьего порядка:

?+Р9+99+ г9 = Р?2 + Т?3»
где

_ _

p = d+ ft, ? = x+ ft&, r = a-}-ftx, (3.62)
или к системе:

хх ——рхх — qx2— rxz+ §х\+ ?*з,

Xf=*xv \ 1,3.63)

(3.61)
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Линейная часть системы (3.63) опять отличается от

линейной части предыдущего примера только зависимостью своих

коэффициентов от исходных параметров. Из условий
устойчивости:

р>0, ?>0, r>0, pq— r>0,

последнее (и только оно) может быть нарушено при изме*

нении режима работы регулятора.
В самом деле, используя (3.60) и (3.62), последнее из

условий устойчивости можно представить в виде:

Левая часть этого выражения положительна (Qn < 0) и не

зависит от условий работы регулятора. Правая часть,

наоборот, содержит величины у0 и St
р (крутизна характеристики), которые
. могут меняться в процессе работы
*'

регулятора.

й=о

А
%

у,
II 11..-»»1 ^ II»»

1^
-> У

R>0 R<0 H>0

Рис. 33. Характеристика Рис. 34. Линейное пространство
Р(у). параметров.

Примерный вид характеристики Р(у) изображен на

рис. 33. На небольшом интервале значений у величина St
изменяется очень сильно. При возрастании у0 (при
перемещении рабочей точки по характеристике) правая часть (3.64)
сначала растет, затем опять убывает. Неустойчивость может

наступить лишь в узком интервале значений ^0;<РИС* 34).
Вычислим £(Х0), Выражения о^ через коэффициенты

системы (3.63) опять получаем из предыдущего [см. (3.48)].
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Л<# и А$а вычисляются по формулам:

"О

"о

где

[гл. til

(3.65)

Так как а8а = 0 и, следовательно:

Лхз — Л23 = Лзз = Лпв= Л223 == Л833 = ^133 =

= Л233 = Л123 = U,

то из (3.15) для L (Х0) получаем:

1 (хо)=iq t31^41- 24!41)] +

+ :[2pYJA<8A® + (Зр2+ 89) 4»

Заметив, что

«и —У?» «21 = — ? У?, азг = —г,

из (3.65) будем иметь:

,-^г, ^—£*v*. да—^вгу^.
Для L(X0) находим окончательно такое выражение:

ДА0) = ^ Г8т +УУ+ад1- (3.66)

Если характеристика такова, что 53>0 (для нормальных

конструкций это выполняется), то также f = NP?S3>0 и на

До

л(3) _ Р
Л12
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границе (Л==0) £(*о)— отрицательно. Граница Л = 0

, безопасная\
На рис 35 приведена экспериментальная диаграмма, на

которой записаны автоколебания, возникающие при

нарушении границы области устойчивости- за счет изменения подачи

жидкости (и следовательно изменения равновесного режима).

Рис. 35. Экспериментальная диаграмма.

По радиусам откладывается уровень жидкости. Ось

времени— окружность. Автоколебания возникают на некотором

интервале высот жидкости в бачке вблизи заданной высоты
и могут быть прекращены, например, при изменении подачи

жидкости, вызывающем смещение равновесного режима как
в сторону повышения, так и в сторону понижения уровня
жидкости.

4. Следящая система

Рассмотрим простейшую следящую систему,
связывающую движение двух осей: дающей и следящей. Следящая
ось, приводимая в движение сервомотором, должна
повторять все движения дающей оси, вращаемой незначительным
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усилием, обеспечивая необходимое усиление вращающего
момента.

Движение такой системы: рассматривалось по методу
малого параметра Б. В. Булгаковым I30). |

Простейшая схема изображена на рис. 36. Дающая f
ось у связана с контактным роликом Ау обкатывающим |
при вращении осей контактный диск В, связанный со еле- ||
дящей осью х. На контактном диске имеются две контакт- |
ные пластинки, разделенные небольшим зазором.. Контактный I
ролик, переходя с одной контактной пластинки на другую, |
меняет направление тока, проходящего через якорь серво- |
мотора с независимым возбуждением, и создает каждый раз |
момент, стремящийся вращать следящую ось в таком 1
направлении, чтобы расстояние контактного ролика до зазора I
уменьшалось. |

Пренебрегая твердым трением, получим для рассматри- £
ваемой системы такие уравнения движения:

*

Ax-\-kx — aJ, ]
RJ

. . \ (3.67)
*=E—cx — LJ, J

где

А— момент инерции следящей оси, приведенный к оси

вращения якоря сервомотора;
k — коэффициент вязкого трения;

а]— вращающий момент на оси сервомотора;

/?, L, J— соответственно, сопротивление, самоиндукция и ток |
в якоре сервомотора;

н

с— коэффициент противоэлектродвижущей силы,
Е— электродвижущая сила, приложенная извне к якорю

сервомотора.
Пусть

означает рассогласование дающей и следящей осей и пусть
введен такой отсчет углов у к х, при котором положению Ч

контактного ролика на середине зазора между контактными 1
пластинками соответствует ф = 0. |

Внешняя э. д. с. будет тогда функцией <{s симметричной i
относительно оси ф. I

Для схемы на рис. 36 характеристика JS(<|0 будет раз- Ц
рывной функцией, равной нулю, при положении ролика на |
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азоре (1Ф|<^о) и <ФазУ достигающей максимальной

величины ir^max ПРИ пеРех°Де ролика на контактную

пластину-
Не представляет, однако, труда ввести в схему изменения,

обеспечивающие характер нарастания Ё в зависимости от ф,

допускающий апроксимацию непрерывными функциями.

Достаточно для этого разбить контактные пластинки на отдельные

Рис. 36. Следящая система.

секции и внести такие изменения в схему соединения
контактных пластинок с источником тока, при которых бы

контактный ролик включал не сразу £тах, а по частям,
в зависимости от ф* Различным подключением контактных
пластинок можно осуществлять различные типы
характеристик £(ty).

Апроксимируем E(ty) в окрестности <{» = 0 непрерывной
аналитической кривой.

Так как £(<|0 =—Е(— ф), то разложение E(ty) в ряд
по степеням ф не будет содержать чётных степеней ф. Таким
образом, положим:

.,

• "'

Е(<50 = аф +;1гфв+ ... (3.68)
Исключая J из уравнений (3.67), получаем:

• "*+Щ*г+ЩЩ*-в(ъ (3.69)

7 8ак. 4123. Н. Ваутии.
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Будем теперь предполагать, что дающая ось равномерно

вращается с постоянной скоростью о>. Тогда у— <at и,
следовательно,

^Esjj — х = Ы—а:, ф = о)— xt 5 = —лг, '$=— х.

G помощью последних соотношений уравнение (3.69)
приводится к виду:

#f+^Ц^�Ч^^*+^(«- i^LhSfl. (з.70)

Рабочая точка <J> == ф0 характеристики определяется условием

и, следовательно, зависит от скорости дающей оси. Вводя

безразмерное время *z *± \t и безразмерные переменные

,
*«*»�— Фо, *2 = *з> *i=*2

и принимая во внимание (3J0), приходим к системе:

хг а= — /;*! — ?х2— (е+ Зо^о) лг8— Ц0ох1—oxl *

х% = х1у

где .

-

••
.

.-•.
,

•

Р^

"е =

RA + Lk

ML .!.'

XMZ, '

.л \

, , Rk + С<г
9—

X2^i
'

-

7<г >
.

0 =
7Ш-' *°

(3.71)

— безразмерные параметры. :

Уравнения (3.71) отличаются от уравнений (3.63) только

зависимостью; коэффициентов от исходных параметров. Для

£(Х0) поэтому йолучаем из (3.66):
'

Если о < 0 (характеристика имеет, вид, изображенный на

рис. 37), то ЩЬо) <Pi ~и ~граница области устойчивости
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всегда „ безопасная «.Если с>0 (характеристика имеет вид,

изображенный на рис. 38), то L(\0) может менять знак.

Рис. 37. Характеристика Е (ф), Рис. 38. Характеристика Е (<!>),
о<0. а>0.

На рис'. 39 изображена область устойчивости в плоскости

параметров фо, 8» характеризующих, соответственно, скорость

безопасная граница ЦЩ

&>0

Опасная граница и>0)

г

Рис. 39. Пространство параметров 4ог* rt .

при фиксированном <j>0,

вращения задающей оси и приложенную извне

электродвижущую силу (крутизну характеристики в начале)...

7*
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Граница области устойчивости дается уравнением

R=pq—r=pq— (8-|-3o^o) = 0.

Отрезок, отсекаемый прямой R = О на оси ф<>» всегда больше

отрезка, отсекаемого прямой 1 = 0, так как

£1^11 Р2 + 4(?
За
^

За 2(p* + 8q)

и, следовательно, прямая L = 0 всегда пересекает границу
области устойчивости, отделяя „опасную" часть границы
от „безопасной".

Из рис. 39 видно, что при небольших е увеличение
скорости дающей оси приводит к нарушению пбезопасной"

границы, и, следовательно, к малым автоколебаниям

скорости следящей оси, а при больших е—к нарушению
„опасной" границы и, следовательно, к значительному
рассогласованию в движениях дающей и следящей осей.

5. Регулирование числа оборотов регулятором прямого
действия при наличии нелинейности в катаракте или

в восстанавливающей силе

1°. Рассмотрим регулирование скорости центробежным
регулятором прямого действия (рис. 40), пренебрегая
твердым трением и считая линейными характеристики всех

элементов, кроме характеристики катаракта (характеристики
вязкого трения).

При линейной идеализации уравнения процесса
регулирования имеют вид 1311:

Та<р == — fx.
— уравнение машины;

TrV> "h/Cl1) + fy — ?—уравнение регулятора,

гдеД[А) = Ткр—характеристика катаракта; Гв, Тг, 7* —

параметры, имеющие размерность времени: Та—так
называемое время разгона йашины; Гг—- умноженный на 2тс период
собственных колебаний регулятора; Тк— так называемое

время катаракта; &—коэффициент неравномерности

регулятора; <pf{4—безразмерные переменные: <р—относительное

(3.72)
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отклонение регулируемой величины (скорости машины),
у,
— относительное смещение муфты регулятора.

катаракт

!Т 1

Рис. 40. Центробежный регулятор прямого
действия.

Рассмотрим нелинейную характеристику катаракту

Введем безразмерное время т и новую безразмерную
переменную х:

и исключаем <р- Система (3.72) запишется тогда в ввде
одного уравнения

х+ Вх -f Ла: + * = — 2аВ2хк— ЗрЯ3,
где

так называемые главные параметры теории прямого

регулирования, или параметры Вышнеградского, а

а =— i 8=—
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величины, характеризующие поведение характеристики

катаракта в окрестности рабочей точки.

Переходя к переменным

получим, вместо одного уравнения, систему:

хг=
—Вхх—Ах.2— х.г

— 2<хВ*х1 х2 — Ъ$Ввххх1,
х2 = хх, (3.73)

Условия Раута — Гурвица дают для системы (3.73) неравенства:

Л>0, S>0, RzzzAB —1>0,

выделяющие в плоскости Л, В область, ограниченную кривой
АВ — \ (так называемой гиперболой Вышнеградского).

Вычислим знак L (А0) на гиперболе Вышнеградского.
Ддогор.из. (3.73) и (3.9) имеем:

аи=В, «21 =
— 1, а81 = Л, а12 = —Л,

а22 = 0, *8з-=1, «is = 0, а28 = — У Л, а33=0.

Из (3.73) находим, что

а остальные a$f* и aj$ равны нулю.

Для коэффициентов А$ и Л$«, пользуясь (3.11), поэтому
получаем:

i (3.74)
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Так как с^2 — аий==ап=:0^ то из(3.74):
ЛШ __ л<Л _ лО) _ л'Л лЦз) _ л

Лаз =У*33
== ^222 Лз38 ==Л223 — U •

Для L(^o) из (315) находим (р = В, q — A):

ИЪ)~ес-ъУаа&+

+ 8В VI Л(2^ЛЙ> —А%].
Далее имеем:

103

(3.75)

А(2) Р „' J2«3
л2з —• <*и£2ЛУЛ ,

А$ - -f «*вУЛ, Л^- f *31аУл ,

(3)
д'З = - f ваВМ, Л£ -- Г- в8|ВМ

(3.76)

где

21 = -АУ~А, .*n = VA,«21 «31 : -1.

Подставляя (3.76) в (3.75) и пользуясь для упрощения
соотношением Л£ = 1, получаем:

^о) = "4
пВ YB

(А* + В)(В* + 4А)
[8а*В— 3$(В+ 4АЩ.

Знак Ь(к^) определяется знаком выражения в квадратных
скобках.

Возможны случай:
a) р<0 и, следовательно, 1(А0>>0.

. Граница области устойчивости „опасная"; -~

b) р>0, 8а2 —Зр<0и, следовательно, Z,(X0)<0.
*

Граница области устойчивости „безопасная4;
c) Р > 0,"8оР —30 > 0. Кривая L(X0) = 0 пересекает

границу области устойчивости
;

(гиперболу Вышнеградского),
отделяя „опасную" часть границы от „безопасной^

'
-•

-

На рис. 41 в* плоскости параметров Л, В изображена
область устойчивости для этого последнего случая,
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Точка с координатами

[гл. ш

[~ V 123
о у/" т

„безопасной*

отделяет на гиперболе Вышнеградского „опасную" часть ot

„безопаснойи. Надежная работа регулятора возможна вблизи
* :—-«

границы. Изменения параметров, приводящие

Гипервола, fomtiezpadckozo

R>0

1-0

безопасная граница

L<0

= *-А

Рис. 4L; Лростр^ство па^м,етров Л, В
при нелинейности в катаракте.
Случай р>0, 8а*-^ 3р>0.

к нарушение „безопасной'' границы, >едут тшь к

возникновению автоколебаний малой амплитуды ойоло стационар-
лого режима. Цр работе вблизи „опасной" границы,
нарушения нормальной работы регулятора могут происходить
как при случайных изменениях параметров системы,
выводящих систему за гцэеделы ^бласти усхойчцво?.ти/так и. при
значениях параметров, лежащих внут{)^рбдастй устр^д&ости,
в результате резкого изменения родима работы, регулятора
(например, при сбросе или уде^рении.на^узкй).

2°. Рассмотрим регули£р|ание скорости центробежным
регуляторрм ррямогр действия, считая линейными
характеристики всех "элементов, кроме характеристики
восстанавливающей силы, а именно примем:
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Уравнения (3.72) с срхранением прежних обозначений
заменятся тогда уравнениями:

Т%+ Ткр+ 8|i +V+k^ = ср.

Вводя безразмерное время т, новые переменные хи *2, х3:

и исключая <р, приходим к системе:

#! = — Вл^ — Лл:3 — д:8— 2<*А2хгхй— 3$A3x2xl, ]
*3 = *i>

*

! (3.77)

ЛГд = ATg, J
где

3 Г *р2 у 3 / 7*

— параметры Вышнеградского, а

k 0 h

«=р и р=^
величины, характеризующие поведение характеристики
восстанавливающей силы в окрестности рабочей точки.

О.бласть устойчивости в плоскости Л, В ограничена
гиперболой Выш&граДского.

Уравнения (3.77) отличаются от уравнений (3.80) только

зависимостью .своих кдрффрщи^hjqb дт^сходных параметров.
Для L(X0) поэтому получаем из (3.82i):

Возможны случаи:
a) р > 0 и, следовательно, L (Х0) < 0.

Граница области устойчивости „безопасная";
b) 4ос* + 12р<0 и, следовательно, £(Х0)>0,

Граница области устойчиврсти- „опасная";
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с) 4а*-}-12р> 0, р<0. Кривая 1(Х0) пересекает-

границу области устойчивости, отделяя „опасную" часть

границы от „безопасной".
S
И

1 k Опасная граница . r>q

J \ t>0

\
J R<0

L=0

/

Безопасная граница
-

Рис. 42. Пространство параметров А, В

при нелинейности восстанавливающей
силы. Случай р<0, 4а* + 12р>0.

На рис. 42 в плоскости параметров Л, В изображена
область устойчивости' для* этого последнего случая. Точка

с координатами

отделяет на гиперболе Вышнеградского „ опасную" часть от

„безопасной".
" "

-

в. Генератор с учетом сеточного тока

Рассмотрим схему, изображенную на рис. 43. Сохраняя
обычные обозначения, мы можем записать уравления. для
токов в контурах:

1 dJ„

L%+M+kfU-&*~MW':-
1 dJg
и9 dt

dJ. ~ -

+&,+ У, = М-7Г (3,78)
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Примем характеристки в виде:

107

Ja = \l-^JVg, Vg=RgJg.

Сводя систему (3.78) к одному уравнению третьего порядка
относительно сеточного тока Jg, получаем:

Jg(LLg-M2)-}-Jg[(Rg+Rg)L-\-RLg] +

-\-Jg[iRg+ Ra)R+ l(L0-MSR'g)]-i-.,
"

1 /Л' Еп MSR,
/3
9 /2/JgJg.

Вводим безразмерные переменные x и т с помощью

соотношений

Л==лг/до'
*ш+~**

при этом переменная х

вводится таким^ образом,
что стационарному
режиму соответствует значение

*=0. Уравнение (3.78)
запишется тогда в виде:

•*+рх+?*+ гх =

«a** —{J*2*, (3.79)
где

Р —
lC[L(Rg+Rg) + RLg]

Рис. 43. Генератор*

"

Rg "Т* ^



108 СИСТЕМА ТРЕХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА [гЛ. Щ

_
SR'*MEl + V*(/?;+Rg)*[CR(R'g+ Rg)+ Lg~ MSR'g)

4
CVl{Rg+ Rg)*(LLg-M*)4

a =
2SR;gJg0ME0

f2»,..2
'

CV\(Rg+ Rg)(LLg-~Mz)<»%

P«=
SRgaJg0M

CV*a(LLg^-M*)<4
—безразмерные параметры, или, окончательно, в виде

системы:

xi =
— pxi —qxz—rXi 4~ ахцХь—рдг3д;|,

*a = *i. (3.80)
f

Х$~Хф

X} = X% X% == X) Х$ sss X.

где

Линейная часть системы (3.80) отличается от линейной

части системы (3.46) только зависимостью своих

коэффициентов от исходных параметров и поэтому выражение а^ через
коэффициенты системы (3.80) получаем из (3.48). А$,
А$9 вычисляются по формулам:

А$ = ^ <х}ха!$ (ссзяссз*+ с^аз*), (3.81)

Axis = т" 0/1^238 (а8лаз^2в +азл^азв+ &2Л<*&аз»)>

где

eff—t. «a--4. д0=у?(?2+^).

Так как а2а = 0, ag8 = 0 и, следовательно,

4f = Л$ =А&= Л$3 =Л1= О,
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то из (3.15) получаем для L(\0):

Заметив, что an = |/^» «2i = —? Уя, «ii =—r, из (3.81)
будем иметь: р

A& — ~ 2Д0'
Л13

2Д0'

-4»»-
aqrYq
240

,(3)_1 ргУ? .

Л223— ^ДГ безопасная граница

Рис. 44. Пространство
параметров.

Для L(\q) находим окон*

чательно такое выражение:

+ *2вУч(Р2+Я)]' (3.82)

Очевидно, что на границе (/? = 0) L (Х0) всегда отрицательно'.
Граница /?вй=0 „безопасная". При нарушении границы-/?<=-0
происходит мягкое возникновение автоколебаний (рис; 44)*



ГЛАВА IV

СИСТЕМА ЧЕТЫРЕХ УРАВНЕНИЙ
ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Рассмотрим систему:

~5 = «1^1+ 4?*2+ аЧхз+аРх^+Рг (хь х2, х3, х&

Р= 4**1+ а®х2+ afxz+ <&Xi+Pt (*i, x2i *3, х&

^= 43)*i.+ 48)*2 +'43)*з + 43)^4+Рз (xi,x2\ Af3, x4), I

^=aiV+ 44)*2+4Vf«iV№(*b x„ *,„*),

(4.1)

Здесь Pj{xv XtyXfr x±)не содержат членов ниже второго

измерения. .

j

[■ Характеристическое уравнение для уравнений первого

приближения будет: .--..-..-.!г:

D(x) =

а») —х

«</>
af) •

«W

а«

а<*>-х

43)
а«

а»)

42)
af-x

44)

а«

<2)

ef>
а№ —х

= 0, (4.2)

или:

**+/>*3 4- ?*2+«+*=о»
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где:

/?
= —

4 =

+

г = —

—

*
-

s=
,

,

(af+af+ af+ af),

af af

af af

af af
a&> a<3>
2 ^

H
+

1 of af af

af af af

af af af

af af af

af af af

44) af of

af af

af a<*>

af af
af af2 4 j

—-

af> af af af

af af af af

af af af af

af . af a'4>"з af

+

+ 1

1 af af

af a<*>

af af 1
'

af af 1
af af af

af df,af

af af af

af af af i

af af af
af af af

»

•

1

+

(4.3)

Условия Раута — Гурвица сводятся здесь к, неравенствам:

/>>0, ?>0, r>0, 5>0, Rzspqr—spt—r^O. (4.4)

Границами области устойчивости служат поверхности:

На первой из . них характеристическое уравнение имеет

корень, равный нулю, на второй —чисто мнимые корни.

* Точнее, части этих поверхностей, проходящие в.той области
пространства коэффициентов, где выполняются условия р > О,
Я>0, г>0.
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Характер второй пары корней на границе /?=0 зависит

от знака выражения:

ДГ=?-РТ- (4-5)

1. Если р>0, ?>0,< г>0, 5>0 #==0, Д*>0, то

характеристическое уравнение (4.2) имеет корни:

xi = bi, у.% = — ft/, у.3 = m+ я*\ уч = л* —~ni,
где:

2. Если /?>0, ?>0, r>0, s>0, /? = 0, Д^<0, то

уравнение (4.2) имеет корни:

х1=:6/, х2 = —-W, х8 = /и-|-я=:о, tx4 = //t — n = vi

где

11 = У— А!. (4.7)
Характер остальных корней на границе 5 = 0 зависит от

знака выражения:

Д* = 27г* — 1 Spqr+ 4?3 -f 4рV— рЦ*. (4.8)
1. Если А*<0, р>0, ?>0, г>0, 5 = 0, /?>0, то

уравнение (4.2) имеет один корень равный, нулю и три
действительных отрицательных корня.

2. Если А*>0, />>0, £>0, г>0, s = 0y /?>0, то

уравнение (4.2) имеет один корень, равный нулю, один
действительный отрицательный и два комплексных с

отрицательной действительной частью.

Рисунки 45~й 46 дают геометрическую интерпретацию

условий Раута— Гурвица.
Рисунок 45 изображает поверхность /? = 0 в пространстве

Р> Чу г пРи фиксированном s>0; область устойчивости
находится внутри изображенной части поверхности. На

заштрихованной ч£сти поверхности характеристическое уравнение
имеет, помимо йары чисто мнимых корней, два
действительных корня, на незаштрихованной—два комплексных,

Рйсуйок 46 йзобрайсаё^ ту жё'поверхносТь в пространстве

</э г'% s, при фиксированном /?>0; Границами области
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Рис. 45. Геометрическая интерпретация
условий Раута — Гурвица в пространстве

р9 q, r при фиксированном s.

Рис. 46. Геометрическая интерпретация
условий Раута—Гурвица в пространстве

q, r, s при фиксированном р.

8 Зак. 4123. Н. Ваутин,
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устойчивости служит поверхность гиперболического
параболоида и „плоскость" 5 = 0. Область устойчивости

—

внутренность гиперболического параболоида.
В дальнейших параграфах рассматриваются следующие

вопросы: в § 1 и § 2 даются два различных по форме
выражения для ляпуновской величины' Ь(к0), характеризующей
поведение системы вблизи границы /? == 0; § 3 дает

выражение для ляпуновской величины /(Х0), характеризующей
поведение системы вблизи границы s = 0.

§ 1. Выражение для L(\0) через коэффициенты системы,

приведенной к каноническому виду

Здесь следует различать два случая в зависимости от

характера второй пары корней (кроме пары чисто мнимых).
1°. Случай, когда на границе R = 0

характеристическое уравнение не имеет действительных корней {вторая
пара корней — комплексная) (4s— г/?>0).

Приводим сначала систему (4.1) к каноническому виду.*:

dt
! — ftSa+Qitfi, &я» h> **)»

^= Ы3_д$4+д8(?1,$2,езэ5Д

dt
= /&>+ /я5*+ Q4 (*i, *2> *з> ^)>

(4.9)

где т, п и 6 определяются (4:6). Ищем с этой целью

решение линейной системы, получаемой из (4.1) при Pj = 0 на

границе /? = 0 в. виде:

4fr) = olfce^; x<*> = a2J/*'; xj-

*</>:

: °8fc*
,*А* J (4. 10)

«Ляпунов, стр. 73. Мы опять изложим для рассматриваемых
случаев развернутое приведение к каноническому виду, так как

эту операцию приходится фактически выцолнять при расчете
конкретных примеров.
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Для определения а^к получаем систему:

вивР+в»^—*0+ «8^32)+ «4*42) = 0,

«1* <№+«2к«23)+ «8ft (в88)—Ч)+ «4fc«f = 0,

°i*44)+a9k44)+ «8ft44)+°4к («^ — **) = 0.

Пусть нумерация исходных уравнений (4.1) была такова,

(4.11)

что

1 44-«х
af

1 af

1 /у(2)_уа2 х8

43>

|-af

af

af-4
af

■

af

af-x8
af

af 1

42)

eP-«i 1
ai2) 1

«i3)

ai4)-x8 J

Ф0,

фО.

(4.12)

Такие два минора всегда найдутся (доказательство
аналогично приведенному выше «для системы трех уравнений).

Из системы (4.11) находим:

сп =

«21 =
—

«81 =

<#
af-
af

af-
af
#1

л(1>

af

af

-*i

"*i

-*i

af

af

af-

af

af

af-

&

af-

af

-*i

-*i

"xi

af\
ai2)

af\
a?" 1

af\
a4 |

a4

af\
af.\

8*
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°41
= —

"i'e = —

°23—

°ю~
—

°«=

1 4Х)-
42)

1 48)

1 42)-
• 43)
af

#

а?>

#

42)
43)

«Г»

af

4*>

-х, а<1}

42)-

4$)

•*з 42)

43)-

4°

42)

43)-

44)

42)-

4й

44)

4°-

43)

44)

4Ч

-xt 42) |
43)-*1 \
42) 1

-*з43)

44)—*81
af . 1

-з 4S)

44)-*J
-х8 42) I

43)
«14)—уJ4 /.g |

-х8 42) 1

43)-*3
44) 1

Корню х2 будут соответствовать о^2, сопряженные с fy.
а корню х4 будут соответствовать о^, сопряженные с о^3.
Пусть

°Л — aJl **/2> aj2 = ajl + 'Ч?2>
°i8 = ai3

—

*«*«! ai4 = ai3 + **/*•

Так как (4.10) образуют систему линейно-независимых

решений, то

H*fll*°>
а следовательно, и

Н*11*°-
В силу последнего условия решение системы (4.1):

Xj « h (a^ cos 0/+ a^2 sin bt) + A (a#*w* cos л* -{- ад*ш* sin ni)
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может быть разрешено относительно

h cos bt ass ?x, A sin, bt =» gQ,
A*w* cos nt= 53, tew* sin nt=E4,

где £/ рассматриваются как новые переменные.
Таким образом, подстановка

Xj*=*j&+arib+aJfo+aJ& (/ = 1, 2, 3, 4) (4.13)

приводит исходную систему (4.1) к виду (4.9). а#
выражаются через коэффициенту (4.1) следующим образом:

ап —

42"

Л21

Л22
= 6

Л81

42) af 4°
43) 48) 43)'
<#> а(/> а!4
42>

-^а(1);

+ *

а4

42)

аР af

43> af

4Ц ai« af-

42) 4° 4?
а?> af

af ai2>

4Ч 4°

af af

af af
af af
af af

af af

af af

-b*af;

+b
af af

af af

af

af

af

-b*af;

+ b
af af

4S) af

u^bHaf+af+af)-
(3) r,®>\ (2)

ay

Й1

af af

af af

af af

(4.14)
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«42= ЬЪ—Ь

*!»•

*24
— л

*зз
—

«34 = "

а48=

«44 = '*

af «Р

of 42)

4», в?

—*
af af

1 43)-

\af
Uf
1 4й-

| af
1 44)-

//2>

1 а?

\af-
\af
| 42,~

1 48)
1 44)

1 af-

\af ■

»<<#+
а(22)-
а23>

, «8° ■

-m af af

af-m af

af af

-m af

af
\+n

— n*af;

1 af-maf

1 af af

-m af - af\

af-m af\
af af\

m af

af
\ + n

t

-rflaf;

\af-m af
af af

-m af af
af-m af
af af

maf i

af\ 1

1 i

— n*af;

af-m af 1

af af 1 7

af+af-dm)-
■m af af

af-m af

.af at --m

>
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сси
= п<

— п

ns—п
af-m af

af af-m

1 af-d af

af af-m.
—n

af-m af

af af-m\ (4.14)

Если представить Pv (^, xa, xs, xj в виде рядов по

степеням Хц Х%, Х$, Х±'.

Р, (xlt *2, x^x^a^xl+а{&х\ -f d&x%+

.

• + off х\+2a$xlX% -f 2a&V8 -{- 2a{Uxlxi+
+ 2а$х%хй+242*.^+ 2а(^дга*4+ a&xl -f-
+ a$2*l+ a%xl+a&*f+ За&х?л;9+
гЬ 3ailU*9+ За&л&4+ Ьа^х,х\+ ЗаЩ,*1*3 + №Л5)

"Т~ 3#224*2^4 "~Ь ЗДщ#1#8 I 3^233^2^3 Н~ 3#з34*3«*:4 1

+34^i*J+3e^^+3eSUe*2+
+ 60123*1*2*3 +*6fllSUi^8Jlf4 +
+ 6ai2^iV4+ 6аЙ4*Л*4+ • • •

.

и, соответственно, в таком же виде правые части
системы (4.9) (заменив ajg и afy через Л^> и Afy), то

коэффициенты преобразованной системы будут выражаться через
исходные по формулам:

*

4

+ (ffltjfln +au*4k<*il+ «2? («1A«2i + alia2fc)+

+ ^(«1*081 +«««в») +a&} (aifca4*+ ai*a4fc) +

+'^}(e«afi+a»aei) + *&* (a2fca«+%«4fc)+

+ ^}(«8fca4Z+%«4ft)]i (4'16)
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4

+ аш(«хЛЛи+ а1Лазга1в+ <*sk*iiais) +

+4u(«i^i^s+ ai*a4iaie$h *4ЛЛ#)+
+ «221 (a2fta2^1S+ а2*аНа2в+ <*llfca2&a2s) +

+ «223 (a2fca2l*3s+ a2fca3Ja2s+ aSfca2ia2s)+

+ a224 (ЧтРъгЧв + a2fca4*a2e + <*4fc%a2s) +

+ «331 {HkHl^S+ a3fcaUaSs + alfca3Ja3s).+

+ «332 (a3fta3Za28 -f a3fta2Za3s -■(- ^кЧАгз) +

+ «334 (<*3fca3Za4s+ a3fca4Ja3s+ a4fca3Ja3s) +

+ «3yiWa4*als +a4Ala4s + aJfca4ia4s)+

+ «442 (aiftuiftg+ a4fta2Za4S+ a2fca4ia4s) +

+ «443 (<*4*a4As+a4fca3?a4s + a3fca4Ja4s)+

+ a123 [(«lAl+ aUa2ft) а3з +

+(al*a2s+ aJsa2fc) a3*+ (alia28+ alsa2l) a3fcl +

+«ш [(«!*««+aua2^) a4s+

+ (alfc«2e+ al8a2ft) a48 + (alfte+ ai8a2r) a4fcl +

+ «134 KaUa3J+alla3fc) a4s+

+ (aifca3s + ^ts^k) a4s + (ana3s + aisa3z) a4fcl +

+ <*234 l(Pwfl&+ a2ia3ft) a4S +

+(a2fca3s+агЛ*^ Чг+ (a2ta3s+a2sas0 a4fcl I э

где До = |1а^|1 и а/р
— адъюнкта элемента a^.
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Перейдем теперь в системе (4.9) к полярным

координатам Ii = р cos 9, (fa = Р s'n ? и исключим t} тогда (4.9)
сведется к системе:

^= 2*(Р,?ЛЛ), (4.17)

(4.18)

Развернем правые части системы (4.17) по степеням р,

g3, $4 и будем искать ее решение в виде рядов:

Р e*i(?) Ро + «2(?)Ро +"3f?)Po + • • •

*а = М?)Ро+*2(¥)ро+ *>з(?)ро+ •••

?4 = Wl (?) РО + ^2 (?) РО +^3 (?) РО + ••

Подставляя (4.18) в (4.17) и сравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях р0, получаем для определения tij,

vjy Wj рекуррентные дифференциальные уравнения, из

которых последовательно определяем Up Vp Wj с начальными

условиями:

«1 (0) = 1, йД0) = 0(/^1), ^.(0)=^.(0) = 0. (4.19)

Полагая в построенном таким образом решении системы

(4.17) <p = 2ir, получаем:

Р = Ро +азРо+--., 6ea=sPjrf+---. ^ = TjPo+---,(4.20)
где

а, = «,(2*), fy=<^(2;r), t3^wj(2fcy
Первая ляпуновская величина £(Х0) совпадает с <х3.
Вычисление дает для сс3 следующее выражение через

коэффициенты преобразованной системы:

+ г(2 (Л$+i*S)('»2+ я8) [* («8—т*—АЬ*) А® +
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+ от («9+469+ от9) A$-fb (от8—й8+ 4»2) Л$—
— 2ЬтпА$-\- л (от94~ и8— 4ft9) AJJ+ 26отиЛ^] +
+ 2(Л^+ Л^(от8+л9)[я(468—/и9—и«)ЛЙ)+
+ от (от9 + я9+ 4ft2) Л$- * (от9—я2+ 4^) ^и -

— 26оти Afi + 6 (от9—«9+4ft9) А(£+2ЬтпАЩ +
+ (ЗЛ$+ а!£) [от (от9+ Л«)М$?+
+ 2ft2OT (4ft8+ Зот9— л2) А($ +
+2&(от8Н-й9)(от9—»9+469)л2)—
— 2ft9/» (Зя9—от9—4ft9) аЧЧ- " ('»2+ я2)8 4? 4-

+ 2&9й (от9—Зл2 + 4ft9) А1Ц-\-1тпЬ (от9+ л2) ЛИ+
+ 2ft9fl (4ft8 + Зот8—л9) Ali] 4-

4- (ЗЛ2>4- А<&) \№п (Зи9— от2— 4ft2) ЛЙ> —
—л (от2 4- и8)8 Аи —4тпЬ (от94- л9) А'Ц—2ЬЧ (Зот2 4-
4- 4ft2_ «2)4!>4-от (от94- л8)(от94- и24- б*2) л$4-
4-8OTft9(ft9— n*)X8—
— 2ft (от94- и9) (й9— от2— 4ft2) A($ 4-

4- 2ft9OT (от2— Зй24- 4ft9) Л$] 4-

4- (з4!} 4- 4У) [2ft9OT (4ft9 4- от9—Зй8) л£>—
— 2ft (от84- л2) (от9—л94- 4ft9) A(8—
— 2ft2OT (л9 —4ft2— Зот8) Л(|4- т№+ п*)*А<& 4-

4-2ft2fl(4ft24- ?от9— л8) Л!?— 46отя(от94- я2) Л$—
— 2л*8 (Зл8— от8—4ft9) Л$ 4- «(«24" я2)2Л$14-
4- (ЗЛ^ 4" A{ih [4bmn (от8 4- я2) Л$— 2ft% (Зот8 4-

4- 4ft8— я9) Af— л-(от94- я2)2 АШ—

— 269л(от2— Зл24-462) ЛЙ)4-2&2от(4^4-от9—Зя2)^? -

— 2ft (от84- я2)(4й24- от9—л2) Л^4-
4-/я(от24-я9)9л$4-

4-2ft2OT(3OT24-4ft8— я2)Л$Щ, (4.21).]
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Д = - (/и*+ й») [16£4+ 869 (/»2—л2) + (от2 + "9)2]-

2°. Случай, когда на границе R = 0 характеристическое

уравнение имеет действительную вторую пару корней
(4s— rp<0).

Приводим систему (4.1) к каноническому виду:

rfSi
dt —■«,+ Qitfi» «a. бвЛ).

(4.2i)§ = «,+ <№, 5,, ?3, 54).

— =a*3-)-Q3(51, S2, 58, ?4),

имеют значения, ука-где о = /к 4* Пу v = /я — п] Ь, т, п*

занные в (4.6) и (4.7).
С этой целью ищем опять на границе /? = 0 решение

линейной системы, соответствующей системе (4.22), в виде:

(4.23)

фо,

умеращ

1 J*»

(2)

//3>1 ах

1 42)-

48'

44)

| «'/>-
«1

I ^

ия

"х1

*3

**

^ =а^А'.
исходных ураЕ

я(2)

42)-

43)

#3

а3 —

44)

of»

<#>-

44J

&
-ч *Т
•а?-

а?

-ч «i3)

«i4)-
a(t>

-*4 *?

«14)-

шени

-*i I

-у.8 I

■ч 1

фо,

+ 0.

(4.24)
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J24"

G*A =у34

->44"

1 a^-v 41»
a?> flf-

1 a? 44)

^f-val" .

1-е?) a(3s)
1 44J af

la^-v a<»

ais) 48)
| 44) af

/r<4 1

-v 4»
af-v|
4" 1

«i*
44)-vl
as4 1
4s)-v
a3

(4.25)

= Pil + %2> °j3 — Pj3> аЯ = Ы>
)jkj фо и, следовательно, реше-

и Oj2—сопряженные Ojt.
Пусть *л = рл —/fy2,

тогда также находим, что

ние системы (4.22):

xj = h (рл cos «+ fy2 sin bt) + Л^</<+ й2р,чИ
может быть разрешено относительно

^ = h cos М, 52 = h sin #, Es = k^\ tA = £2ev*,
рассматриваемых как новые переменные.

Таким образом подстановка

(4.26)** = Mi+ PjA+ PjA+ №* (/ = 1» 2, 3, 4)

приводит исходную систему (4.1) к виду (4.22); ф^
выражаются через коэффициенты системы (4.1) следующим
образом:

Ря и Pji— по формулам (4.14) (рл = «л, Р^2 = а^2);

Pis и р,-4— по формулам (4.25) (Рд>= <> Ру4 = °м)-
Если представить правые части системы (4.1) в виде рядов

по степеням х1э лг2, *з> хь сохраняя обозначения (4.15),
и соответственно этому в таком же виде— правые части

системы (4.22) (заменяя только а$ и а% через А$ и А$г)>
то коэффициенты преобрдзованной системы опять будут
выражаться через исходные по формулам (4.16).
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Переходим теперь в системе (4.22) к полярным

координатам, полагая £1 = pcoscp, £2 = psin<p, и исключаем t Тогда
система (4.22) сведется к системе

(4.27)

Подобно предыдущему ищем решение системы (4.27)
в виде рядов по степеням р, £8, ?* с теми же начальными

условиями, что и раньше, и полагая опять в построенном
т^ким образом решении <р = 2тс, получаем:

Р=Ро+^э+.... h=TA+-~* 5а=^'+---Л4.28)
Здесь L(K0) совпадает с с^.

Вычисление дает для а3 следующее выражение через

коэффициенты преобразований системы:

1(Х0) = ^Г3 = £к{2{АШ-АЧ1А$)-2Ш+ 4£1)А% +

+ 2(А®+А®)А®+ЩА&+А&+А&+А%+

щ
щ
щ
щ
щ

1
i1

+
2b

- (»»+ W) {А?Ш+i«M)+ШЬ (4М>-4V4?) -
'

- (з«2+ 8*2хлМ+д®4!)] +

+ пЛт K4V+Ag)(Я«м!?-ДиМЙ-2«2Л%) -

- («2+8»2) (4М+ЛМ)+4«* (ДЙЛЙ ~ Л&4Й) -

- (Зй2+ 862) (4М?+4МЭ) 1}. (4.29)
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§ 2. Выражение для L(l0) в виде интеграла по кривым

вспомогательной консервативной системы (без приведения
к каноническому виду)

Запишем систему (4.1) в виде:

dt

— - =r.аг хг-J-a^ лга-j-a3 лга-J-a4 xA-\- i^/g,

dx± e^_|_ й(4)л.2+ a(4)*8+ a<4)^+^

> (4.30)

где р.
— малый параметр; при [а=1 система (4.30) совпадает

с (4.1).

1-й случай: 4s— гр>0.

Общее решение линейной системы [получаемой из

(4.30) при p = 0] имеет вид:

*jeM*iiCOS'ft(<+y+ a^sln*(<+ ty+

+ k [а^е^+Чюв n (/+ ^) + а^"
(Wl) sin n (t+ /j)]. (4.31)

Семейство, периодических решений линейной системы на

границе R= 0 выделяется значением произвольного
постоянного k = 0. Каждое периодическое решение соответствует

замкнутой кривой в пространстве Xj.
Рассмотрим четыре семейства поверхностей:
И (лг1э х2, xQ> х±) = А2—получаемое исключением из (4.31)

Л*^'"*-**cos*(*+*!>; кет*+'*в1ппУ+ Ь) и (/+/0);
п (х1У д:2, x3j jf45 ^) = 0— получаемое из (4.31) исключением

kem<*+*>cosn(*+'i); &жСе+*|)81пл(<4-Л) и А и заменой

*+/0 через 5;

A/i (*1Э лг2, лг3, л;^ -^^ = 0— получаемое из (4.31)
исключением hcosb(t+t0); hsmb(t+t0) и kem{t+ti)sin n (t-t-tj
и заменой ^*<*+*1>со8л(/+/1) через %;
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N2(xu х2, л:8, лг4; чг)2) =0—получаемое из (4.31)
исключением hco$b(t+t0)\ hsinb(t+t0) и kem{tJtt*cos\n(t+tt)
и заменой kem**+t* sin nXt+tJ через r\2.

Решение системы:

H = h\ /i = 0, Nt = 0y M2 = 0 (4.32)

относительно переменных х1У л:2, лг3, х% можно тогда

представить в виде:

xi вЛ (A, s, y)!, 7j2) = А(аиcos &?+ a12sin 65) +

*2 =Л (Л> *> *4li Y2> = А (а21 C0S *5+ a22sitl &0 + .

*3 =Л (А> ^» *^1э*П2) =Л (а31 C0S bs+ «82 Sln bS)+

+ a33Yll+a34Yl2»

*4 =Л (A> *> 4i*i %) = h (a41 C0S fe + a42 Sin bs) +

(4.33)

Выделим теперь в (4.32) некоторую замкнутую кривую Сц%
и введем в окрестности этой кривой новую систему
координат 8, $у tjj, tj2 (A0-j-8 = A). Имеем тогда:

*' лл_/' ds Jut' d4b\f' d^—

Отсюда получаем:

(4.34)



§2]

Здесь

А*~

ВЫРАЖЕНИЕ ДЛЯ L (А

fin Ль fah Ah

fie /2» fba Ла

fill /21)1 /31Ь /4%

/itj, Лъ /aiQi Aiji

zskbh

0) в видв инТв

а11 а12 а18 а14

«91 «22 «28 а24

л81 а82 а88 а84

«41 а42 а48 а44

ГРАЛА 199

яШ0, (4.35)

(4.36)

а Д;— определители четвертого порядка, получаемые заменой

/-ой строки в определителе А строкой

^1» ^2* ^8> ^Y

Развертываем (4.34) в ряды по степеням 8, ц%, ^ р.:

f/ g it

и ищем [решение в виде рядов по степеням (д. и начальных

значений 8^ tj10, чг^:

8 =» с*юоо8о+ ^oioo^lio + ^0010%)+ QooiP* +
+^0002^9+ • •

•»

4i == ^юоо8о+ АиооЧю+ АююЧао+ Axxut1 +

+ А)002У2+--->
Ча e Aooo8o + ^oicxMio + £оом%>+^оомР +

+ ^oooat4* + • • •

с начальными условиями Cjcoo (0) *=* ^0100 (^==3 ^оою (0) = 1,
^jw (0) =» Лщ (0) £=■ Еллг (0) в 0 для остальных значений
индексов jtkl.

Подставляя (4.37) в (4.36) и сравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях 80, tj10, ifo и ц, получаем рекур-

9 Ва*. "4128. Н. Ваутин.

(4.37)
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рентные уравнения:

Qooo'^ 0, С0100 == 0, С0О1О = О, Coooi3^

^0002 — у^w*"~b ^oooi#ty.+ A>ooi#w ~Ь ^oooi^tb

^lpQO^ ^1000^1 H~ ^ЮОО&Ъ'

^1000 — ^I000^2iji+ ^1000^2/)t»

АиооS5== Аноо^пл 4" ^oioo^i»

^0100 =e AnOO^vh+ ^OlOO^Qt*

Аюю ==== A>010&%4" ^OOlO$Ht*

A)010 ==3 A>01o5*4i 4~ ^0010^2%!

^0001— ^OOOl^i 4~ ^OOOl^li l" ^H- >

^0001 — А>001^2%+ ^0001^t+ ^э
где

ЯИ0.'*.0, 0;0,)-с4Мя

3

/з*

/зт), Л

^4

^<0,s,o,0,0,)=_LJ

X

Л Р2

/lij! /2-г),

/lT)2 /2i)a Aqa

л р* р*

J18 J 28 J 38

/l% /2'41

/l'Oi /2% /з/]8 Лог

^i Яа Я, . Pt

/lh fib fsh fih
/li)i Aqi /зтц Лщ

Ли /2т)4 /зЧ$ /4ijt

^4

/а

/з% /*%
X



§ 2] выражвнив для! (Х0) в виде, интеграла

л р* р* л

^(0^,0,0, 0)-^.^

h\btL9

fu /2* /да fis

/iiji /щ Am Ut\i

fifh /atjt /sijt Ate

Pi P* Рг Pi

/is /2* /st f*9

/l% Afc /•% Afc

/b)t /«% Л^§ Лт)в

«;,(o|S,o,o,o)-jj5jj

3% ^4t)i^lTji #2*),

Д, /« /fii Лв

Л41 /»4i /841 Дтц

/lij» /2% /Bij» /4i),

«w(0,5, 0,0,0) = -

5^(М,А0,0)«

1

//©&Д0

1

Л0&Д0'

*

1

/*о&до

Ящ,

;ie
/liJi

/ill!

л

4

/"
/i%

iPi
/»

r"1 A»h

Ppit
A
/2tQi
/2iQt

^2

/2Л
*

.A
/2%

^9
hb

/2*

. Лтц

ft*
fu

/вТ}1

/•%

^8

/&

A
/sife

*>•

,/sft

A
. /w

ft*
A
Ли
Л*)*;
^4

/tfc

Л»

/*Qt

P*

f*h
hs

•/*4i

52,(0,5,0,0,0) = 7-5Го

5i% (0, s, 0,0,0) = m\ X,, (0, s, 0, .(>,£) = — «,

■U*(0,s, 0,0, 0)= я; S^(0,*,0, 0,Q)— m.

9*



132 Система четырех уравнений первого поряАка [гл. iv

Из (4.38), принимая во внимание начальные условия,
получаем:

Си
А»

1, С0 >Д1000: ^icoo — 0>

-0010!

= «'»» sin ns,

i — ems cos ns,

(4.40)

Ajooi - J [Si* cos Vm'+n9 (*—*)+
О

+ ,,4t-i o»5*—я5*)sln v^'+bv*—*>H
у /и* + л* J

Аю» та J [^ cos Ym?-{-n4s—%)+

+ yJ+n> (iiS,V+ /я5^) sin VJF+W(S -{)] <*,

coooa в J (t ^w+ #8yX?oooi + #wАхни+
о

0

Полагая в (4.37) s « т, где т =»
-^
— период на кривой С^,

получаем в окрестности точки (0,0, 0) «функцию соответствия":

4i = АпооС'О Чю+ Аии СО Р+ ^а (8о> Чю. Чм! «0. | (4-4О

Сопоставим теперь (4.20) и (4.41). Геометрический смысл

равенств (4.20) заключается в преобразовании для

достаточно малых р „прямой* {дггэ^^ггсркзО в некоторую
„кривую" ср«» о, /=i (p, 58,5*) в f2 (р* 53, ?4) — 0 *. Если положить
в равенствах (4.41) т)10 и %> равными нулю, то (4.41) также

*?% и 'а определяются равенствами (4.20).
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будет давать для достаточно малых 80 преобразование
прямой *it—ri2= s= 0 в некоторую кривую s»^^,*^^»
«ЫМь^)53*0*- Из равенств (4.13) и (4.33) совместно

с соотношениями $1==:pcos<p, S2=p sin <p находим, что

прямые 5в = 54 = <р=»0 и \=f\2— s==zQ совпадают, и, что

р в А. Выбирая теперь такое А0) чтобы кривая Chu находилась

внутри области сходимости (4.20), находим связь между р и 8:

Р = йо-Н>.
или:

р
—

Ро = 8—V (4.42)

Представив правые части выражений для р и 8 в (4.20)
и (4.41) в виде рядов по р, Н0 и 80 [введение ц в (4.20)
соответствует вычислению <*8 для системы (4.30)1 и,
воспользовавшись равенством (4.42), получаем выражение «8 через

Cqooi и Чооо2* Имеем:

(А#+А#*Н*о+ 8о)8+ •• • = Cmitfp-k-Com(*) {i9+...,

откуда

b=Al+A%~±№^[Cwai%)+ CWMiW}]л0—о

Выражение для С0001 (t) и СодоСО получим из (4.39) и (4.40),

полагая 5 = т

Л Л* ^8 ^4
/i« /г§ /за Л«

/h]x Лтн /з% Лт]х

/1% Л*8 /Stq» /hQt

^ltjt Я241 ^3% P*nt
flh /2Л /зЛ Лл
/is Л« /з« Лв

/lifc /21ц /в% /<И»

2тг
-у- и воспользовавшись соотношением:
ь

ds

+

Pi P* P* Pi
flh Ah fsh J4h

flfii '2lii /siji /fojj
fl-Пг /24? /зтц /±4t

^ltjj ^2tj, Psiit Р*Ъ
flh /2Л /3fc M

/iTQi /241 /aiji Л41
A8 /gf /s$ J48

+

+ (*>**+/>U.+я8*+/W Д. (4.43)

' Ф1 и фа определяются равенствами (4.41) при условии г^ =»к}а«-0.
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Тогда^Для' it (i0) будем иметь выражение':

Д.,
£(*о)Ц 3!Mft

Ч8 * 1

+
3IM,*о.

2Kjbt

+

*v Р% Р* Ъ I

/й /з* "/48

/l-Ш /*h /з% /4J

/lTli/2tle/3iQe/W

Aijt ftijt Я31)1 P^j

/ie /2s /s* /43

Д41 /21}! /зтц /4ТЦ

/bto /2^1 /з% jfafc

Pl»}a Рът\г Рзть Рщ9

fl8 fia f%8 f±8

/l4i /2% /з% /*Qi

/liQ* /2% /s^s /*Q»

US 1 .+

Л0=0

Ан>01 +

-0001 +

Н0ЬЬ0

Pit]» P2i\b Pst\t Р*ъ\
fin h% fbh fin

fill! J2in /3% /d%

/IS J28 %9 f±8

"ill! "2t)! "3lh ^4TJi

/ifc /2ft /зл Дл

/le /28 /ss /48

fin* /2^8 /ills /*Ч1

+

+PxVl + ^20?2 *T"^8^3 T"^4*4 \ds

Jfto^O

(4.44)

где D0001 и £0001 в развернутом виде даны в (4.40), а в Pv и

Р*Ч= Ыр$ч*1 -]г яцРчь +аз^а?, +сЦ//\а* нужно подставить

уравнение кривой Cho: .

Xj = ho(?Lj1(iosbs-\^QLjiSin'bs) (У = 1, 2, 3, 4). (4.45)
Значения А0 и b даются в (4.35) и (4.6).
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2-й случай 4s— гр < 0. х ,

Общее решение линейной системы (полученной из (4.30)
при [а—0) имеет вид:

Xj
= h0[^1cosb(t+t0)+ ^2sinb(t+ tQ)) +

+*iPj«^+*tf/4**- (4.46)
Семейство периодических решений линейной системы на

границе R == 0 выделяется значениями произвольных
постоянных kx = k2 = 0. Периодическим решениям соответствуют

замкнутые траектории в пространстве Xj.
Рассмотрим опять семейства поверхностей

Н(хи х2у х& л;4) = А3, получаемое из (4.46) исключением

V*. V* и (/+/0);

n(xti х2Ух^ ха* $) = 0, поручаемое !из (4.46) исключением

k^y k^ и А и заменой t-{-tQ = s;

Nx (хи л:2, д:8, хА; fy) = 0, получаемое из (4.46) исключением

h cos b(t-\-t0),h sin b(t-\-tQ), A2ev*, и заменой, А^*' через чгц;

N2 (xv лг2, x& x6 Ч2) — 0» получаемое из (4.46) исключением
Acos6(*-{-*o)> Asin£(/+ *o)> кге** и заменой A2ev* через y|2.

Решение системы:

#= А2, л = 0, Л^ = 0^ ЛГ2 = 0 (4.47)

относительно (.переменных Xj можно тогда представить
в виде:

= А (рл cos bs+ рдsin te) + р^х -Ь РуЛа- (4.48)

Выделим в (4.47) некоторую замкнутую кривую С^ и

введем в окрестности этой кривой новую систему коорййнат

Имеем тогда:;
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отсюда получаем

db

^ —:—. д+(лд2
6i <*» *» ч» ъ)г (4.49)

здесь А Н Aj имеют такое же значение, что и в (4.34)
(с заменой а# через fy<). Развертываем (4.49) в ряды по

степеням 8, %, щ и р:

§= 51*414*5i% 42 +"^1* + ■

1 Sa^i -J- Згч.Чг ~b Sty.*). -}-...,

5-i^+{4ikl+,'4,H-4i№+*Ui,-f • • • I

(4.50)

(4.51)

и ищем решение в виде рядов по степеням ji. и начальных

значений 80, т)10, Чго:

8 = ^IWoVb^OlOtfllO 4" C>0010Yl20+C*OOOllJ'+ ]

% = Акоо'о+AhooIio+АююЧао+

TQ2 = EjqoqBq+ ДиооЧю *T" ^0010420 4"

+£O00llA + £,OO02ll2+ • •'•

с начальными условиями С1000 (0) = Dom (0) = Еот (0) =1

и Cjkl8(0) = Djki$(0)^=Ejki8lO) = 0 для остальных

значений индексов jkls.
Подставляя (4.51) в (4.50), получаем рекуррентные

дифференциальные уравнения, вполне аналогичные уравнениям
(4.38) и отличающиеся от них только тем, что вместо

/?, Su S2 всюду стоит R, Si, 5г. Значения R^ Z?^, R^, /?wi
— If —- 9 — #

#ч#» *i^ 5ajt могут быть получены из соответствующих

значений #^, /?^, .,. по формулам (4.39), если в них ор9
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входящие в выражения для /^ заменить через р^. Кроме
того:

(4.52)
5^(0, s, 0, 0, 0) = а, 5^,(0, st О, 0, 0)=*0,

5^(0, 5, 0, 0, 0) = 0, S^t (0, st О, 0, 0)=v.

Из рекуррентных уравнений, принимая во внимание

начальные условия, получаем:

'1Q00
'— 1 у Смоо — ^odio — А'1000 *

= £iooo в Аиоо = ^>
9

(4.63)
о

в •

О О

о

2я
Полагая в (4.51) s = т, где т = -г период на кривой СЛо,

получаем в окрестности точки (0, 0, 0) „функцию
соответствия" :

8 = 80 -f С0001(т) p. -f; ^0002 СО V?+ t^i(8o> *1к» > %)5 ^ )
4i = Auoo СО Чю+ДимW Р+ ^2.(8oi Чю> Пао5 V), 1(4.54)
^2 = ^ooio('c)'yl2o4-£,oooiWH'+ ^3(8o> Чю> %>;[*)• J

Сопоставляя (4.28) и (4.54),v так же как и раньше,
находим связь между а8 и коэффициентами С0001 и С0003. Для
L (Х0) получаем выражение (4.44), где, вместо D0001 и Еш%
нужно подставить их значения из (4.53) и заменить всюду
а./< через fJ^. Так же, как и в случаях систем двух и трех

уравнений, первое слагаемое в выражении для L (Aq) отлично

от нуля только для членов третьего порядка в

разложениях Pj, а второе слагаемое отлично от нуля только для
членов второго порядка в разложениях Р#
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§ 3. Выражение для /(Х0) через коэффициенты исходной
системы

Пусть для mciQku' (4.1) выполняются условия р>0,

Я>0, г>0 (для определенности пусть Цо^Ц^О, j} i~
= 1, 2, 3), s = 0.

При этом характеристическое уравнение системы (4.1)
имеет один нулевой корень и остальные с отрицательными
действительными частями.

Ищем решение линейной системы, соответствующей
системе (4Л), в виде:

Находим:
ахх-\-фх2+ чхд-{-Ъх± = 0.

«=

т=

) '

.

af af af\
af af af\
af af af,

af af af
af af af
of .af af

, p = -

,
'8 = -

1 •

af 4l) af\

af af af\
af af af\
af af af\
\af af af\
\af <&*> af\

фО.

(4.55)

Вводим вместо xA новое переменное г= ах\-\- [Злта -f- fx3 -\-bxit
тогда система (4.1) приводится к виду:

%-.[#-$&]*+[&-$#]*+
,. + [af— |- аЩ х3+ yaf -f • • •

= Xt (xu x2, дг3, г),

где Р^2— члены второго порядка в разложениях правых

частей системы (4.1), в развернутом виде представленные
в (4.15).

~ш
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Определяя из системы Х4Попеременные хи х2, хь, как

голоморфные функции z (это всегда возможно в силу
сделанных предположений о характере корней

характеристического уравнения *), получаем:

xt =v+* • •

у х2 — a2z 4" • • • •' хъ = °bz 4~ • • •»

где

с, ==-г

°3 = -д

1
д

1
д

af

af

а?

1/т<2>

«F
4а)

«F

4*>

*
af>

4М

43)

43)|

^1
«4

Й4 1

д=

\а?
42)

\а±

1 а

«1

Ц2)
Цз)

4й
43)
4»
Р

41}
42)
4°

й4

Ja)

4"

»

If 8

аР 4>
4» 4*

4» 48)

V (4.56)

Постоянная / (\0) есть коэффициент при г2 в разложении

<£(*,, лт2> дг3, г) по степеням г. Находим отсюда для /(Х0)
выражение:

/(ХоУ^а(^)а?+412)а1+ 4з)а32+

+ 44^+4^8) 0—аа1 — Раа—ТРа)+

+ 2 (а§ о^ + 4з «1 оа+ 4з <*2аз) }х +•
(4.57)

Выражения в трех последних скобках отличается от

выражения в первой скобке только верхним индексом

коэффициентов aj4 (значение индекса указано внизу скобки);
значения а, р, ъ 8; 4о^ о2, о8 даны в (4,55) и (4.56),

*
Ляпунов, стр. 125.
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§ 4. Примеры
1. Однорельсовый вагон с гироскопической

стабилизацией

Рассмотрим однорельсовый вагон с гироскопической
стабилизацией (рис. 47). Приближенные уравнения движения

такой системы имеют вид I82*:

• ма

А0 х—Сиу—рЬх = — fx+ Мх,

J0y-\-Cux— Pcy=—4fj,
(4.68)

где

угол поворота рамы;
у— угол отклонения вагона от

вертикали;
AQ> J0—приведенные моменты

инерции;
С—момент инерции гироскопа

относительно оси симметрии;
о) — собственная угловая скорость

гироскопа;
Р— вес всей системы (без груза Е)\

р
— вес груза Е;

с— расстояние от центра
тяжести всей системы (без груза Е)
до рельса;

» b —- расстояние от оси АВ до
груза Е;

Y —- коэффициент вязкого, трения
для вагона;

f"—коэффициент вязкого трения

для рамы;

М9—сервомомент,
осуществляющий стабилизацию.

Рассмотрим сервомомент вида:

Л^= (а' — $'х*)х (0<f г^а').

Обозначая коэффициент результирующего трения через

5' = ос'—Y (s'>°)

Рис. 47.
Однорельсовый вагон с

гироскопической
стабилизацией.
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и переходя к безразмерным переменным

'— Сы У> *»—К рьх>

Ш

x*~Wy'' Z=V *%;'*
получаем систему:

dt

dxi (4.39)

где

У^оР*
'

8 i40
, c=

x =
CM :т'УЧ

JoVpb
— безразмерные параметры.

Составляя характеристическое уравнение, находим, что

/> = v—8, gr = x_8v—С— 1, /-=>С8 —v, s = C. (4.60)

Условия Раута— Гурвица для системы (4.59) дают

неравенства

Р>0, q>0, r>0, s>0, R=pqr—spa—r*>0,

совместные при С > 1 и ограничивающие область
устойчивости.

Легко проверить, что нумерация переменных в [системе
(4.59) -введена таким образом, что условия (4.12)
выполняются.
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:&(**+!)/—ЬЬ*фО,

= — х!Ч^(8 — v)

+ (С— *+ 8v)x5 — »:jbO*.

Вычислим знак I (А0) на границе /? = 0. Так как система

(4.69) не имеет членов второго порядка, выражение для

1(А0) принимает простой вид:

В самом

— Ы

\
°

1

—

*8

0

с

ь

деле

0

-Ы

0

0

—н
— * -

1

0

а — ы

1

1

~v—"/в

где

Ал

А№ш = - ^^«з^вЛз- (461)

Для и# из (4.14) и (4.69) находим:

= 0, а12= — Ьу aJ3 = т (х— С-^-д2—/и2— 8v) +С8,

,n(^+ne"+8v+C —x)f a2l =— (1+*2), а22=£8,Н45

*23
= —•*> а24

= °> «31 = —*2, а32 = 0,

а88:

х43:

■С, а41 = 8*2,aS4 = — "8>

а4?==й(1-1-&2), а43= —/ях,

Из (4.61) в силу того, что а32=0, находим:

Л222 = ЛИ2 = Л122 — У,
т. е.

ш
_

ЗпЬЩ
4Дп ai3-

*В том, что /f(*) = *3 — (& — v)*«—(С—%+ *ч)% + й не об-

ращается в нуль при % = *$, можно убедиться следующим образом:
если 7С(%)=^0, то и /C(x4) = U (*4-—сопряженный корень с *д). Но,
согласно (4.6) и (4.60), ^+ ?ц = 2л* = — /? = — (v— Ь). Пусть7 теперь
%о—третий корень уравнения #(*) = 0. Тогда «o + ij-t-** — *—v

и следовательно тц)»0, что,однако;невозможно, так как свободный
член W:£0.

Ш\
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Вычисляя aj8 (адъюнкту элемента %) и воспользовавшись

для упрощения полученного выражения соотношениями*:

/»«
„* — sP Р% — С—*»»*»

4 Ь*

а также уравнением кривой #==0, окончательно полунаем:

Знак Д(Х0) определяется знаком выражения в фигурных
скобках, так как Д<>>0 (знак?А0 всегда легко определить.

нетак как всё вычисления ведутся уаким образом, что" Др
может обратиться в нуль и, следовательно/ достатбчно
определить знак при подходящим образом выбранных частных

значениях параметров)*

R>0

*- тс

Рис. 48. Пространство параметров Ь,ъ при
фиксированных С, р, v.

На рис. 48 в плоскости параметров х, 8 изображена часть

кривой /? = О, проходящая внутри области /?>О, ?>0, г>0,
5 > 0, и кривая L (Х0) = 0. На той части кривой R = О, которая
расположена выше кривой L(X0) = 0, £(Х0)— отрицательно
и, следовательно, нарушение границы /? = 0 за счет

увеличения параметра 8 приводит к достаточно малым
автоколебаниям вагона, если малы нарушения границы („безопаснаяtf

* Для n не слишком большого (*<<£) выполняется

неравенство 4s— ГР>0. Мы ограничиваемся рассмотрением случая,
когда характеристическое уравнение не имеет действительных
корней.
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часть границы /?=»0). На другой части кривой /?=»0,
расположенной ниже кривой L(X0)s=o, L(X0) будет
положительным и, следовательно, нарушение границы /}«0
за счет уменьшения параметра 8 (сколь угодно малое

нарушение) приводит к раскачиваниям вагона с возрастающей
амплитудой („опасная" часть границы /? = 0).

2. Непрямое регулирование при наличии жесткой

обратной связи]

Рассмотрим непрямое регулирование скорости
центробежным регулятором, связанным с сервомотором, имеющим

жесткую обратную связь (рис, 49), считая линейными

характеристики всех элементов, кроме характеристики сервомотора.

Рис, 49. Центробежпый регулятор с сервомотором
и жесткой^обратной связью.

Уравнения^ движения системы как^известно (см., на

пример, l81J) будут иметь вид:

Уа<р =— р. —уравнение машины;

7% -\- 7\т] -\- 8т] в ср —уравнение регулятора;

Jas=/(o) —уравнение сервомотора; (4.62)1
<з«=7]—.[л— уравнение золотника,
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где Та, Тг> Тк—параметры, имеющие размерность времени;

8—коэффициент неравномерности регулятора; <р, tj, ^^—

безразмерные переменные: <р — относительное отклонение

регулируемой величины, iq
— относительное смещение муфты

регулятора, |а—относительное смещение поршня сервомотора,
а—степень открытия золотника.

Характеристику сервомотора возьмем в виде:

и проследим влияние кривизны характеристики (знака
коэффициента 58) на поведение системы вблизи границы области

устойчивости, выделяемой условиями Раута — Гурвица*.
Вводим безразмерное время т и новые безразмерные

переменные хи лга, х& хА:

т = ^/, хг = % ^а=х, *з= °, *4=*1

и исключаем jx. Система (4.62) запишется тогда в виде:

Х% ХХ} -{- ХХ3

#3 — $*8 ~Ь ХА S'«*8

ХА =—£*! + СЛГ2 —^4»

(4.63)

где

Условия Раута— Гурвица дают для системы (4.63) неравенства

р = С+5>0, g =C(l+5)>0, rsC5>0, sssSCxX),

R'wmpqr—sp*—rfisCSK^+W+S2)—x(C+ 5)2]>0.

* Систему (4.62) при весьма общих предположениях о виде

характеристики рассматривал А.И.Лурье [?*], которым были
получены некоторые достаточные условия устойчивости в шболь-
том9.

10 Зах. 4123. Н. Баутив.

ъ-Ь
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Последнее из них при фиксированном 5>0 выделяет в

плоскости параметров х,-г- область, изображенную на рис. 50

и 51.

Нумерация переменных в системе (4.63) введена таким

образом, что условия (4.12) выполняются. В самом деле:

— Ы 0

—х —Ы

0 о •

т — ni v.

0 —S—m-

0 0

0

ч

-S—bi

0

-ni l

—С

= 695 —63/ф0,

Г~

= C[x+ /**—m2—mS—n(S+ 2m)il =

= C(x4-/j3—m2~wS-f-/iC/)4=0.

Так как правая часть системы (4.63) не имеет членов

второго порядка, то выражение для Д(Х0) принимает вид:

I (*о) =ГЬ№+Л™+ А™+Л®>'
где

A%}8^T(XjZa%a&ka3la^ и 4^ = — S'< (4.64)

Для 0LJ4 из (4.14) (4.63), используя соотношения

C+ S=—2m, **=■£«= J
CS

/2* =
S/>

: /Я*

+ S>

•2xm

и уравнение кривой /? = 0, находим:

С2
— С*. л14

(4.65)

«С?
щ2т>

л21
— *S, a22 = 0. «23 = 2^» a2* = 0, a3t = — *\

«32= °» азз= —5(*+™), «в<«=«^ 4a4l = —S6».

Л4Э »*», a«= C[*e —(S+m)(x+m)I. '«u«ift(x^Q/
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Рис. 50. Пространство параметров *, -~ (5'>0).

f(G)
S'*0

Рис. 51. Пространство параметров ъ -г (5/<0).

10*
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Из (4.64) в силу того, что а89 = 0, находим:

Л222 — ^112 = ^122 = и>
т. е.

Вычисляя оси (адъюнкту элемента а31)" и пользуясь для

упрощения соотношениями (4.65), получаем:

Легко проверить, что Д0 < 0, вычисляя значение Д0 для

подходящим образом выбранных значений параметров [на границе
R = 0, в силу условия (4.12), Д0 не обращается в нуль]. Легко
также проверить, что множитель в квадратных скобках не

обращается в нуль на границе области устойчивости. В самом

деле, находим из условия JL=0:

х = х1(С,5) = С-г|5, (4.66)
а из условия tf = 0:

«-«.(С,^^^**. (4.67)

Сравнивая правые части (4.66) и (4.67), видим, что всегда

*2 >*i и1 следовательно, кривая i=0 в плоскости

параметров х, С не пересекает границы области устойчивости *.

Таким образом, знак L(X0) определяется только знаком

множителя S\ характеризующего кривизну характеристики

сервомотора [знак L(k0) противоположен знаку 5']. Если
S' > О и, следовательно, L (Х0) < 0, то граница R = О области

устойчивости будет „безопасная" (рис. 50); если же Sf <0,
то £(Х0)>0 и граница /? = 0 будет, наоборот, „опасная"
(рис. 51). В первом случае при нарушении границы области

устойчивости возникнут лишь малые автоколебания, во вто- §|
ром —раскачивание регулятора.

* Легко видеть что выражение в квадратных^скобках на

границе /? os 0 положительно. Действительно, заменив в этом выра-
п

женин х на у.2 [из (4.67)], приведем его к виду:
*

^
k В силу

условий Раута — Гурвица это выражение положительно.

i
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3. Судно t гироскопическим стабилизатором

Уравнения движения такой системы (рис. 62) будут
иметь вид №,&):

А^х—Спу -f Nx = — ч'х -\-Мх,

/цу -j- Qax+Ly = —-fy,

где х—угол поворота оси гироскопа; у
— угол крена

судна, /0—момент инер-
ции корабля относительно

продольной оси, А0—
момент инерции гироскопа с

рамой относительно оси

рамы, L—коэффициент
восстанавливающего

момента судна,

N—коэффициент момента силы

тяжести гироскопической
системы, С—момент
инерции гироскопа

относительно собственной оси

вращения, о)—угловая

скорость гироскопа, т' —
коэффициент затухания
гироскопа, f"—коэффициент затухания судна, Мх—серюмо-
мент.

Рассмотрим сервомомент вида:

Ма=*'х—р'*8 (а'>0, р'>0).

Рис, 52. Судно с гироскопическим

стабилизатором.

Переходя к безразмерным переменным

х± ==#, х%

^ Г~Аь • Сю •

N
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получаем систему:

dxj.
dt

=—^+8x8+^—8^4,
(4.68)

где:

,__«/ — ч" й___Ж___ г — PkC2^'

У0М' JoVN

— безразмерные параметры.

£*0

Рис. 53. Пространство параметров S, %.

Составляя характеристическое уравнение, находим, что

p-sv—8, ? = х —8v+ C+l, r = v—8С, s = C

Условия Раута—Гурвица дают для системы (4.68)
неравенства:

р>0, ?>0, />0,, s>0, R = pqr~sp*— r*>0>

ограничивающие область, изображенную на рис. 53;
Условия (4.12) выполняются.

Вычислим знак L(K0) на границе /? = 0.
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Ограничиваясь случаем комплексных корней, для а^ из

(4.14) и (4.68) находим:

«а
^ °» aia =— *•

e14 = »(w4-n*4-8v—С— х)э а21 = 1 —й*, j(4g9)
«» = *$ «Л*85*! а24 — °» aai =—6a,

«82 = °» а8а= ^—я**—- wv~С, а^^лВ,

<Х4| = *2S, 0^ —*(&* —-1), «43—.^^ «44е—ЛХ-

Дли 1(*о) из (4.68), (4.69), (4.16) и (4.21) находим

Вычисляя ais, получаем окончательно

ДА„>= »3-^ { ж+[(Е=*у_,]«_да }.
Для Ь > 0 на границе /? = 0 области устойчивости
выражение в фигурных скобках положительно* и Д0<^ (в
последнем можно убедиться, определив знак Д0> например,
для значения параметра С —1). Таким образом, всегда

£(*о)<° и1 следовательно, граница /?«6 „безопасная*.

* Действительно, поверхность R = О дается уравнением:

Хд*Г/ ^ГГ^т + Л-L(v— &)(v—»)^ J

Подставляя т. в выражение в фигурных скобках, представцм
последнее в следующем виде:

ГЛ-tSV* , ]2 , у»(1-СУ , •,
гм

Это выражение положительно в силу условий Раута — Гурвица



152 СИСТЕМА ЧЕТЫРЕХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА [ГЛ. IV

4. Система с неконсервативными силами, зависящими
от положения

Рассмотрим плоское движение приведенной массы т, на

которую действуют:
а>— квазиупругая сила, пропорциональная смещению из

положения равновесия;

b) —сила вязкого трения, пропорциональная скорости;

c) — неконсервативная сила, зависящая от положения

массы т и способная ^возбудить ?втоколебания.

К тако-о рода задаче м»>жет быть сведена задача о

колебаниях струны в струе воздуха №.

Уравнения движения, к которым пришел Стрелков, имеют

вид:

mR =—VR—kR+F, (4.70)

где Fb= [/СХЯ] («'p+ Tf'p8) (#—единичный вектор, нор-

мальный к плоскости ху; R—единичный вектор,
направленный ,по радиусу-вектору, лежащему в плоскости ху;
р— модуль радиуса-вектора; а' и *f—некоторые

коэффициенты).
Стрелков исследовал эти уравнения методом Ван-дер-Поля

в предположений малости а' и *['.
Исследуем теперь поведение системы вблизи границ

области устойчивости (не считая а' и Y малыми).
Переходя к декартовым координатам, вводя

безразмерное время т = у
— i и обозначив х=

j/es3A:4, запишем (4.70) в виде:

хиу* '2> X'- ^8»

dx%
dx •*i>

4*4
d%
= олг, •^2—8**+T*i+W&

(4.71) А
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Условия Раута—Гурвща:

/? = 28>0, ? = 2+89>0, r = 28>0, s=l +«a>0

R == pqr
—sp9—/*в 48я (83—а9) > О

сводятся к двум:

8>0 и 89—ес9>0.
' ' ' '

Значения корней характеристического уравнения на

границе /? = 0 суть следующие:

Xj sss Ы= /, Х2 = £/=--/, Kg ss Я*-}~ Ш* аа — 8+ /,

X4S=5|» Л/= 8—/.

Нумерация уравнений (4171) введена таким образом, что

условия (4.12) выполняются. В самом деле:

—

*i 0 1

О — Xj О

_1 __а _8-

-*з .

О "1
—а —8—х3 О

— 1 0 — 8-

= 8:£0;

:=-8:£0.

Вычислим L(X0) на границе # = 0. Для коэффициентов
«/# из (4.14) и (4.71) имеем:

«li — — a, ai2 = 0 а13 = 8, а14 = 0,

а21 = 0, а2а=—8э «28 = °» а24 = ~а>

a3i = 0, а89 = а, а33 =
—а9, а84 = —8,

а41 = — 8, а,49: ••о, а48 = а, A«s :а8,

йкйегйчь^' 'S-
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Так как система (4.71) не содержит членов второго

измерения, то выражение для Ufa) принимает вид:

М\>)=|(4й+лШ>+д&+42А).
Вычисляя А$9 по формулам (4.16), находим:

.

1 №»*» Л2) ±+UL
Amвт- ЯизацЯгаИгз* ^шв т-#2ai«ua22ai4>

где

44А=ъ в&'= —т.
(8)

alii «= — ■

<&—J. au= 8(a«+8«)> a^= - a (a*+ 8*)

.0«гоюЧ^
И

До = _ [a482+ (a*+ 8*П

^я откуда для £(Х0) получаем:

Так как 8 > 0, то знак L (Х0)
определяется знаком произведения af

[свойствами характеристики Т7»
= a'p -+- fp» = k (ap+ TP8]-

На рис. 54 изображена область
безопасная11 граница раута—Гурвица для фиксированного

Рис. 54. Пространство
I параметров о, Ъ.

т>о.
В зависимости от знака eq, при

нарушении границы /? = 0 проис-
•

ходит
N

либо мягкое возникновение автоколебаний (cq < 0),
либо срыв изображающей точки из состояния равновесия

(<хТ>0).
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5. Сложный генератор

Рассмотрим схему, изображенную на рис. 55.

Рис. 55. Сложный генератор.

Пренебрегая реакцией анода и сеточным током, имеем

для токов в контурах уравнения:

^l+/va+iJ4<*~"4
(4.72)

Характеристику лампы примем в виде:

ia= SV,'•(-£)■
где S („крутизна в нулевой точке*) и V8 („напряжение
насыщения")— константы, а

о

Обозначив также

t
1

Ко :Ь*
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и вводя безразмерные переменные

х~

VsV л^-яа'
у

у* V ms-rRiCxy

; х у
= 8(1 Х*)х ]

- Y- г (4-73)

приводим уравнения (4.72) к виду:

i-j-л:—Xjy= 8(l—•

где

—безразмерные параметры.
Систему (4.73) можно также переписать в виде одного

уравнения четвертого порядка:

о7+8(в —1)х+(1 + С—82г)^+8(в —C)^+U«
—8[2**+28sx*9+*x2+ ^

или, окончательно, в виде системы:

2& в
1 2Вае а

Xj =
— /м?| — qx^——r^g—sx± xq —

ХъХ±—

6 2 &2* .2 й 2 6&

7 Ari*4 о" *2*4 о"Х*Х* сГ*«*8*4>

Х%= ATj,

^8— *2»

где
••• •• •

Х± с=з X) Х% ^= #, ^fg =s X, #4 ass ,£ .

Далее:

*(e-l) 1+C-*W >(«-0
^

а
» *
—

а • » г—
о

'

5 =

т, 0=1—х^.

(4.74)
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Условия Раута—Гурвица дают для системы (4.74)
неравенства:

Р>0, q>0, r>0, *>0, RE=pqr—p*s—r*>0.

Нумерация переменных в системе (4.74) такова, что

условия (4.12) выполняются. В самом деле:

д1==

—р—Ы —q —г

1 —Ы О

О 1' —Ы\

= Ь*{р-\-Ы)—г—.цЫ.

Но, так как ft2=— и R=pqr—sp2—r3= 0, то имеем

Также имеем:

— (т -}- nl)

{г—рд)Ы
= ^ф0.

О О

Да = | 1 .(да -|~ЛЦ) О фО.
о 1 _(/и+йО I •

' '

Вычислим L(k0) на границе # = 0. Из (4.21) получаем:

Wo) - 5-(^+ла+да+^.
Для tatji из (4.14) и (4.74) находим:

an=sb\ aJ2 —°» а1а= /я3— 3/ияа, аи = я8—3/и%,
а21 = 0, а22 = &?, а23 = /я2—и2, 0^=» —2/м,

Asi =
— s> «ea81*^

'

ав8а=в|Л»

г

у * •>

Из (4.16), принимая во внимание, что:

а84—
— Л>

«43—1> а44 = 0.

(1) 2Ь (1) 2&2е (1) Ь

ft)
_

Ъ*е (1)
_

9«Д =—
"

#284



158 СИСТЕМА ЧЕТЫРЕХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА [ГЛ. IV

находим:

«21»
-И) _ 2hs* >

л{2) ЪЫ*$р*

.(2)
_ 2b**s*bps .(1) $а*Цу[р(С—b*)— 6r]jAm ~

-i^sr 21' 122 e ьЖо u

«u«
Ufa

(r*—sp\ a2i =— 2mn$.

Подставляя полученные значения в выражение для L (Xq)
и воспользовавшись для упрощения результата соотношением

62 = -~-, окончательно получаем:

4C&V8

где

Д0= £л [(«*—#*)9+ ю*(/и2+ 2л9+ 2ft9)] > 0.

Знак_к1г(Х0) ^определяется знаком выражения в фигурных
скобках. На рис. 56 в пло-

е

4S-rp--0
скости параметров в, С

изображена часть кривой:

„безопасная
*'

граница

Рис. 56. Пространство
параметров^, С.

/? =^Кз-1)(в-С)(1 +
+ С —S«s)—С(е —1)«—

проходящая внутри
области р>0, q>0, r>0,
s > 0, а также кривая

£(Х0) = 0. Кривые £= 0

и L=sO пересекаются в

точке (1,1) (для каждой из

кривых это кратная точка),
причем кривая 1= 0
проходит внутри области

устойчивости, ограниченной^ петлей кривой /? = 0. LQ<0)
повсюду на границе области устойчивости отрицательно.
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Проведенное вычисление выражения L (Х0) выполнено

в предположении, что на границе R = 0 вторая пара корней

(кроме пары чисто мнимых) комплексная. Граница комплексных

корней на кривой R= О дается точками пересечения с

кривой As— rp = -i[4cC—-82(e—-l)(e— С)] = 0. В плоскости

переменных в, С — это гипербола, пересекающая границу
/? = 0 области устойчивости, если 8 невелико. Вычисление

L (Х0) для случая, когда вторая пара корней на границе R= О

действительная, дает для 1(Х0) выражение, совпадающее
с только что вычисленным с точностью до постоянного поло*

жительного множителя.

Таким образом, граница /? = 0 области устойчивости
в обоих случаях „ безопаснаяа. При нарушении границы
области устойчивости изменением параметров в и 8—*■

происходит мягкое возникновение автоколебаний.



ГЛАВА V

НЕКОТОРЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ К ОБЩЕМУ СЛУЧАЮ

СИСТЕМЫ П УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

. Совершенно подобным же образом, как и* для систем

двух, трех и четырех уравнений, можно было бы провести
аналогичные вычисления для L(k0) в общем случае Системы п

уравнений.
Однако для п > 4 возникает принципиальное

затруднение, значительно обесценивающее эти формулы.
В рассмотренных случаях систем двух, трех и четырех

уравнений оказывалось возможным на гарнице /? = 0 найти

простые явные выражения для корней характеристического

уравнения. Это оказывается невозможным для случая п > 4.

Поэтому приходится при применении этих формул или

ограничиваться теми случаями распадения характеристического

уравнения, когда на границе /? = 0 его корни могут быть

легко определены, или вычислять L(k0) для тех случаев,

когда можно найти с желаемой точностью приближенные
значения корней характеристического уравнения на границе
/? = 0.

Мы не будем поэтому рассматривать общий случай
системы п уравнений, тем более, что выражение для L(X0)
становится в общем случае трудно обозримым, и ограничимся
тем частным случаем системы п уравнений, когда разложения

правых частей не содержат членов второго порядка*.
В этом случае для L(X0) можно дать замкнутое выражение.

• Такого рода системы часто возникают, когда характеристики
различных устройств апроксимируются кривыми, не содержащими
членов четных степеней.
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Рассмотрим систему:

(/=1, 2, ... п)
(5.1)

где Р4 (xit ..
•, хп) не содержат членов ниже второго

измерения. Характеристическое уравнение, соответствующее
системе (5.1):

x»+p1x»-i+pex»-*+ ... -fpn= 0

имеет, как нетрудно показать, одну пару чисто мнимых

корней и остальные корни —г с отрицательной действительной
частью, если при выполнении условий Раута—Гурвица

Dt> 0, А, > 0, .

ет место равенство:

Dn_lSmRes

Рл 1

Рй Р*

Ръ Р*

.., />я_2>0, Dn>

0 0 ....0

р1 1 ....0

Рь Pi •;• -°

Р%1-% Pbn-i P*n-b Ръп-f • -At-l

Пусть "характеристическое уравнение имеет на границе

# = 0 корни:

W, — Ы% тч± nj, ok.

Общее решение линейной системы, соответствующей
системе (5.1), на границе /? = 0 имеет вид:

*V = h [аи cos 6(/+ /0) +S*sin ъ 0+ 'о)1 + 2 М****** +
+ S АэЛ('+*°)[аь2,+1соз я, (/+*,) +

V

+ am2v-HSin /*v(f+/v)J, (|i в- 1, л) (5.2)

где Л, Л¥, /*ь /0э /v — произвольные постоянные.

11 8ак. 4128. Н. Ваутня.
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Введем новые переменные:

4t» = Mm' v)sin/*v (/+ '*)> Ък = Ьке* ,

(гл. v

связанные с л:^ соотношениями

х^ = h [а^ cos bs+ с^2 sin bs] + 2 «* 2-*+l^hv-1 +

+ 2 <fy, 2i + 2lQ2v+2 a^fc-2
v ft

(v = l, 2, ..., /;. A = 2/+3, ..., л).

Поступая совершенно аналогично тому, как в

рассмотренных выше случаях системы двух, трех и четырех уравнений,

приходим к следующему выражению для £(Х0):

L(X0) = -JLJ
V О/ OIAA I3№ДЛ

d3 1 |

0

2гс

&

/а flu f^e ' ' * /и1* '2*

a13 a2B * *

ПШ

*лз

aln a2»

<fc • (5.3)

fto = 0

где Д0 = IS* II' pjf =^ </i»Л. ...,/„), аД—уравнения
кривой CRo:

ff. = К [a^ cos bs+ a„, siti bs].
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